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L.oi cam on

Trudc khi trinh bay ndi dung chinh cta khoa luan, em xin bay t6 long
biét on sau sic tdi thay Hoang Anh Pric ngudi da danh thsi gian va tan tinh

huéng dan d€ em c6 thé hoan thanh khéa luan nay.

Em ciing xin bay té long biét on chan thanh téi toan thé cac thdy cd
giao trong khoa Toan - Co - Tin hoc, truong Pai hoc Khoa Hoc Tu Nhién -
Pai Hoc Qudc Gia Ha Noi da day bdo em tin tinh trong subt qua trinh hoc
tap tai khoa.

Nhan dip nay em ciing xin dugc gti 16i cam on chan thanh té6i gia dinh,
ban bé da luén bén em, ¢d vii, dong vién, gitp dd em trong sudt qua trinh hoc

tap va thuc hién khéa luan tot nghiép.
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Danh muc bang

Cac truong hgp xét tinh Eulerian ctia Dy(P,) va D(C),)

Toém tit tinh chat Eulerian cta Dy (H,,) va Dy(K,,)

1\
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Danh muc ky hiéu va chir viét tat

STT | Ky hiéu / Viét tat | Y nghia / Khai niém day da
1 |G=(V,E) D6 thi vo huéng G vdéi tip dinh V' va tap canh FE.
2 | V(G),V Tap hop céc dinh (Vertices) ctia do thi G.
3 |E(G),E Tap hop céc canh (Edges) ctia do thi G.
4 | |V],|V(G)] Luc lugng (s6 phan ti) cta tdp dinh V, hay bac
cia do thi G.
deg(v) Bac clia dinh v trong d6 thi G.
6 | Ng(v)/Na(I) Lan can md (Neighborhood) cua dinh v hodc cua
tap dinh [ trong G.
7 | Nglv]/Ng|I] Lan cén dong (Closed neighborhood) cta dinh v
hodc cua tap dinh [ trong G.
G[!] D0 thi con cam sinh bdi tap dinh I C V.
a(G) S6 doc 1ap ctia dd thi G (kich thudc tbi da cia mot
tdp doc lap).
10 | v(G) S6 théng tri ctia dd thi G (luc lugng nhod nhat clia
mot tap thdng tri).
11 | I(G) S6 théng tri trén ctia do thi G (Iuc luong 16n nhét
clia mot tap thong tri toi thiéu).
12 | A Phép 14y hiéu dbi xing gitta hai tap hop.
13 | D(G) D6 thi tdi cAu hinh tap théng tri téng quat ctia G
(khong gidi han kich thudc).
14 | Di(G) D6 thi tai cAu hinh k-thdng tri cia G (luc luong
tap thong tri khong vudt qua k).
15 | U Phép todn tich Descartes ctia hai do thi.
16 |o Phép toan tich Corona ctia hai dd thi.
17 | = Quan hé dang cAu giita hai do thi.
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STT | Ky hiéu / Viét tat | Y nghia / Khai niém day da
18 | P, Do thi dudng thang (dudng di) gdbm n dinh.
19 |C, Do thi chu trinh gdm n dinh.
20 | K, Do thi day di gom n dinh.
21 | Koy D6 thi hai phia day di véi cdc tap dinh cé luc
luong 1an lugt 1a m va n.
22 | H, D6 thi Tiéc Cocktail (Cocktail Party Graph) bac

n (n chan).
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Tém tat ndi dung

Noi dung khoa luan hudng vao viéc tim hi€u va trinh bay lai cac dic
tinh ly thuyét lién quan dén tinh Eulerian trong khong gian trang thdi clia cic
tap thoéng tri. Cu thé, Khoa luan trinh bay lai cic két qua cta [9] vé trudng
hop k = |V(G)| va mot s6 16p do thi cu thé khi v(G) < k < |V(G)

phan tich sy tidc dong tif cAu tric ctia do thi gbc 1én dic trung nay.

, qua dé

B6 cuc ctia khda luan dudgc trinh bay thanh 3 chuong chinh nhu sau:

e Chuong 1: M¢ dau. Trinh bay 1y do chon dé tai, xdc dinh muc tiéu
va pham vi nghién cifu, dong thdi phat biéu bai todn tdng quat vé viéc

khdo sét tinh chét Eulerian trong khong gian do thi tii cAu hinh.

« Chuong 2: Kién thitc chuin bi. Hé théng héa cic khai niém nén ting
trong ly thuyét dd thi, gi6i thidu cdc ciu tric do thi dic biét va dinh
nghia vé do thi tai ciu hinh. Bén canh d6, chuong ndy ciing tdng hop
cac cong trinh lién quan dén tinh lién thong va chu trinh Hamilton nham

tao o s6 ly thuyét cho ndi dung nghién cifu.

« Chuong 3: Tinh chit Eulerian ctia d6 thi tai cAu hinh k-thong tri.
Pay 1a ndi dung trong tam cua khoda luan, tap trung phan tich tinh Eu-
lerian qua hai kich ban: trudng hgp tong quat khi k = |V(G)| (xem xét
ca do thi lién thong va khong lién thong) va trudng hop gidi han kich
thude khi v(G) < k < |V(G)]. Cdc thudc tinh cu th€ duge ching minh
trén nhiéu 16p dd thi dic biét nhu dd thi dudng thang (P,), do thi chu
trinh (C),), do thi hai phia day du (K,,,,,), do thi Cocktail Party (H,,),
dd thi day da (K,,) va dd thi Corona.

Mic du da danh nhiéu thdi gian, tAm huyét va nd luc trong subt qua
trinh nghién cifu, song do tinh chit phuc tap cla dé tai cung v6i nhiing gidi
han nhét dinh vé mit thdi gian, ngudn tai liéu va kién thiic chuyén mon cia

ban than, khéa luan chic chan khé tranh khoi nhitng thiéu sét va han ché
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ngoai y muén. Kinh mong nhan dudc nhiing y kién déng gép quy bau, nhiing
nhan xét va phan bién chan thanh tir Hoi dong khoa hoc, céc thay c6 gido cling
toan thé quy ban doc. Nhiing y kién ndy sé 12 hanh trang vo cling y nghia gitip
em riit ra nhiing bai hoc kinh nghiém sau séc, tit d6 hoan thién hon nita cong

trinh nghién cttu nay ciing nhu céc dé tai khoa hoc trong tuong lai.

Trdn trong cam on!

X



Chuong 1
MG PAU
1.1 Ly do chon dé tai

Ly thuyét tai cAu hinh do thi (Graph Reconfiguration) hién dién nhu
mdt phan nganh nghién ciu tuong ddi méi mé, dang trai qua giai doan phat
trién manh mé trong cac linh vuc Toan hoc rdi rac va Khoa hoc mdy tinh ly
thuyét. Khac biét v6i phuong phdp tiép can truyén théng von chi tap trung
vao viéc xac minh sy ton tai ctia cac cAu tric t& hdp cu thé nhu tap thdng tri
(dominating sets) hay tap doc 1ap (independent set), 1y thuyét tai ciu hinh dt
trong tAm vao viéc phan tich mdi tuong quan gitta cic ciu tric niy thong qua

nhiing quy tac bién d6i xdc dinh trong khong gian trang thai.

Trong hé thdng cic loai do thi tai cAu hinh, khong gian ciu hinh cia
cac tap thong tri dic biét thu hit su quan tim cta cdng dong khoa hoc nho
vao kha ning ting dung thuc tién siu rong trong cic bai todn t6i uu hdéa mang
ludi. Cac nd luc nghién ctiu duong dai chd yéu tap trung khdo sat tinh lién
thong (connectivity) nham xac dinh kha ning chuyén ddi giita hai tip thong
tri bat ky thong qua mot chudi bién d6i hop 1é nhu da dudc tdng két trong
khao sat cia Mynhardt va Nasserasr (2020)[10], hoac tap trung phan tich su
ton tai cia dudng di Hamilton theo huéng tiép cin ctia Kira Adaricheva va
Heather Smith Blake (2022)[1]. Tuy nhi€n, mot dac tinh quan trong khac la
tinh Eulerian, tdc 1 trang thai ma tai d6 do thi tai cAu hinh ton tai mot chu
trinh di qua mdi canh diing mdt 1an duy nhét, hién van chua nhan dugc su chu

trong tuong xung trong cac cong trinh nghién ciu hién hanh.

Viéc xdc dinh mot do thi tai cAu hinh c6 s6 hitu tinh Eulerian hay khong

khong chi mang lai gia tri v& mit 1y thuyét t& hop thuan tiy ma con gép phan



1am sang td cac dic diém vé cu tric d6i xding ciing nhu bac dinh trong khong
gian trang thdi cla céc tap théng tri. Chinh vi tAm quan trong mang tinh hé
thdng do, bai bdo nghién ctiu méi nhét ctia Messinger va Porter (2025)[9] da
dugc Iya chon lam d6i tugng phan tich trong tim nham lam rd cac diéu kién

can va dua cho tinh chat nay.

1.2 Phat biéu bai toan

Xét dd thi gbc G = (V, E), mot tp con S C V dudc dinh nghia 1a mot
tap thong tri néu moi dinh thudc tap hiéu V \ S déu ké véi it nhit mot dinh
trong S. Do thi tai cAu hinh k-thdng tri, ky hiéu 1a Dy (G), dugc thiét 1ap dua

trén cac quy tac sau:

« Tap dinh: Mbi dinh trong D;,(G) tuong ting v6i mot tap thdng tri ctia
G c6 luc lugng khong vudt qua k.

« Tap canh: Hai dinh trong D;(G) dudc coi 1a ké nhau néu va chi néu
cdc tap thong tri tuong ting S;, So théa man diéu kién |S;AS,| = 1,
nghia 12 mot tip c6 thé nhan dugc i tap kia thong qua thao tac thém

hoic loai bd duy nhit mot dinh.

Muc tiéu ctia khéa luan 1 tim hiéu va trinh bay lai cac diéu kién can va
du dbi da duge Messinger va Porter thiét 1ap trong mot s6 truong hop va dd
thi cu thé. V& mit ly thuyét, viéc xdc minh dic tinh nay doi hdi qua trinh kiém
tra cAu tric bac ctia moi dinh trong Dj,(G) déu 1a s6 chin, dong thdi xem xét
tinh lién thong cla cac thanh phan khong tim thudng trong khong gian trang

thdi clia c4c tap thong tri.

1.3 Muc tiéu caa khéa luan

Muc tiéu cbt 16i ctia khoa luan 1a tim hi€u, hé théng héa va trinh bay
lai mot c4ch chi tiét cic dic tinh cAu triic cia khong gian nghiém thong qua

tinh chat Euler ctia do thi tai cAu hinh k-thdng tri.



Chuong 2

KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, toi hé thong lai cac khai niém co ban vé 1y thuyét do

thi va 1y thuyét tap thdng tri 1am cd s& cho cdc nghién cifu § cic chuong sau.

2.1 Cac khai niém ce ban trong Iy thuyét do thi

Dinh nghia 2.1 (D6 thi vd hudéng). Do thi vo huéng G = (V, E) dudc dinh
nghia bdi:

e Tap hop V' # () 1a tAp hop céc dinh.

 Tap hop F 1a tap hop céac cip khong c6 thit tu gdm hai phan tif khéc

nhau cua V/, goi la cac canh.

DPinh nghia 2.2 (Pinh ké va canh lién thudc). Hai dinh w,v clia dd thi v
huéng G = (V, E) dudc goi la ké nhau khi (u,v) 1a mdt canh thudc do thi
G.

Néu e = (u,v) 1a canh clia do thi G, thi ta néi canh nay lién thudc véi
hai dinh « va v. Pong thdi, cic dinh v va v dudc goi 1a cac dinh dau clia canh
(u, v).

Dinh nghia 2.3 (Bic ciia dinh). Gia sit G 12 d6 thi vd huéng, v € V' 12 mot
dinh bat ky:
 Béc cta dinh v: La s6 canh lién thudc v6i né. Ky hiéu: deg,(v) =
[Ne(v)].
* Pinh ¢6 lap (Isolated vertex): La dinh c6 bac bang 0.

* Pinh treo (Pendant vertex): La dinh c6 bac bang 1.



Hinh 1: Vi du vé bac ctia dinh trong dd thi.

Dinh nghia 2.4 (Dudng di va chu trinh). Puong di do dai n t dinh u dén
dinh v trong dd thi vo huéng G = (V, E) 1a diy cic canh ey, e, . . ., e, thda
man diéu kién ton tai cdc dinh vy, vy, ...,v, sao cho ¢; = {v;_1,v;} véi
1 <71 <nvavyy=u,v, = .

e Chu trinh: La dudng di c6 dinh du trung véi dinh cubi (u = v).
 Pon: Pudng di hoiic chu trinh dudc goi 12 don néu khong c6 canh nio
lap lai trong day.
Dinh nghia 2.5 (Tinh lién thong). Do thi vd hudng dudgc goi 1a lién thong
néu ludn tim dugc it nhat mot dudng di gitta hai dinh bat ky cda no.
Dinh nghia 2.6 (Lan cin va DO thi con cdm sinh). Gia st G = (V, E) 1a mot
dd thi vo huéng:
e Lan can (Neighborhood) cta dinh v trong G la tap hgp: Ng(v) =
{w e V(G) : {v,w} € E(G)}.

 Lan can dong cua v trong G 1a tap hop: Nglv] = Ng(v) U {v}.

e V6i I C V(G), tacéd: No(I) = ,., Na(v) va NglI] = Neg(I) U L.

vel
- Do thi con cam sinh béi tap dinh I C V, ky hiéu la G[I], 1a d6 thi c6
tap dinh 1a I va tp canh bao gdm tit c4 cic canh trong F c6 c4 hai dau
mut déu thuoc 1.
Dinh nghia 2.7 (Tap doc 1ap). Mot tap doc 1ap cia do thi G = (V, E) 1a mot

tap con cac dinh / C V sao cho v6i moi u,v € I, taludén c6 uv ¢ E(G).



Ky hiéu o(G) la ) doc 1ap cta dod thi G, dai dién cho kich thuée (luc
lugng) tdi da ctia mot tap doc 1ap trong G.

S6 doc 1ap tdi da ctia do thi chu trinh C), 1a mot két qua nén tang da
dugc chitng minh trong ly thuyét do thi (xem thém tai tai liéu[13]), cu thé
dugc xac dinh bdi cong thiic:

a(C) = | 5 2.1)

Dinh nghia 2.8 (Chu trinh Eulerian). Mot chu trinh Eulerian trong do thi G
12 mot dudng di khép kin (chu trinh) di qua tit ca cac canh ctia d6 thi, trong

d6 mbi canh dudc di qua diing mot 1an.

Dinh nghia 2.9 (Diéu kién can va di cta do thi Eulerian). Mot do thi la
Eulerian khi va chi khi moi dinh c6é bac chin va nd chia nhiéu nhit mot

thanh phan khong tam thuong.

Pinh nghia 2.10 (D6 thi ding ciu). Hai do thi vo huéng G, = (Vi, E;) va
Gy = (Va, E3) duge goi la dang cAu véi nhau, ky hiéu 1a G, = Gy, néu tdn tai

mot song anh f : V; — V5 thda man diéu kién: Vi moi cip dinh u, v € Vi:
{u,v} € By <= {f(u), f(v)} € Ey

Noi cich khac, ham f bdo toan quan hé ké giiia cac dinh ctia hai dd thi.

Dinh nghia 2.11 (Tich Descartes ctia hai do thi). Tich Descartes ctia hai do
thi H va H', ky hiéu 1a HOH', 1a dd thi dudc xdc dinh nhu sau:

e Tap dinh: V(HOH') = V(H) x V(H').
« Quan hé ké: Hai dinh (u,v) va (z,y) trong HOH' k& nhau khi va chi

khi théa man mot trong hai diéu kién:
1. uw =z va v ké v6i y trong do thi H'.

2. v =1y vauké véi z trong do thi H.



G (o)
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S (e e

Py Py BUP;
Hinh 2: Minh hoa phép todn tich Descartes ctia hai do thi P, va Ps.

2.1.1 Cac do thi dic biét:

Do thi duong P,: D) thi dudng P, 1a dd thi gdm n dinh vy, v, . .., vy,
van — 1 canh {v;,v; 1} v6imdii=1,...,n— 1.

P6 thi chu trinh C,: D) thi chu trinh C, (n > 3) 1a db thi gbm
n dinh vy, ve, ..., v, va cac canh {vy,vo}, {vo, v3}, ..., {vp_1, 00}, {vn, v1}.
Mbi dinh cta C,, déu c6 bic bang 2.

Po thi day da K,: DS thi ddy da K, 12 dd thi don gdm n dinh, trong

n(n—1)
2

d6 gitta hai dinh bat ky Iudn c6 mot canh ndi. Tong s6 canh cia K, 1a
va mdi dinh déu cé baclan — 1.

P06 thi hai phia day da (Kn.n): DO thi hai phia day da K, , 1a do thi
ma tap dinh clia n6 c6 thé chia thanh hai tdp con khong giao nhau V; va V5
véi |Vi| = m, |Vs| = n, sao cho mdi canh ctia do thi nbéi mot dinh trong V;
v6i mot dinh trong Vs, va gilta moi cdp dinh (u, v) véiu € Vi, v € Vs déu ¢6
ding mot canh nbi.

Po thi Tiéc Cocktail (F,,): DS thi tiéc cocktail bac n (ky hiéu 1a H,,,
v6i n 14 s6 chén) 1a dd thi nhan dudc bang cach loai bd mdt bd ghép hoan hao
(perfect matching) khoi do thi diy du K,,.

Tinh chdt: Do thi H,, 12 dd thi chinh quy bac n — 2. Mdi dinh v trong H,, ké
v6i tht ca cac dinh khac ngoai trir diing mot dinh duy nhét (goi 13 dinh dbi tac

.....



4 3 4 3
(a) Do thi day du Ky (b) D6 thi tiéc Cocktail Hy

Hinh 3: CAu triic hinh hoc ctia do thi diy di K, va d6 thi Cocktail Party H,

Tich Corona ctia do thi (G o H): Cho hai dd thi G va H véi n 1 sb
dinh ctia G. Tich Corona G o H 1a d6 thi dudc tao ra bang cach 1y mot ban
sao clia G va n ban sao ctia H, sau d6 ndi dinh thi i cia G v6i moi dinh trong
ban sao thd ¢ cua H.

Tich corona ctia dd thi chu trinh C,, va K; dudc goi 1a do thi vuong
mién. Phép toan Corona 12 mdt phép todn quan trong dé xay dung céac do thi
phtic tap tif cac dd thi don gian, thudng dudc sit dung trong nghién citu vé sd
thong tri.

“
.M - ey .@

(a) Kjo0K;~ Ky (b) D& thi vitong mién Cy o Ky
Hinh 4: Minh hoa phép toan tich Corona.



2.2 Do thi tai cau hinh (Reconfiguration Graphs)

Ly thuyét tai cAu hinh nghién ctfu su bién d6i gitta cac ciu tric tS hop
thda man cung mdt tinh chat dudi mot quy tic chuyén déi cu thé.
Dinh nghia 2.12 (Tap thdng tri[12]). Cho db thi don vo huéng G = (V, E),
trong d6 V' 1a tdp cac dinh va F la tap céc canh.

Mot tap con S C V dudc goi 1a mot tap théng tri (dominating set) cua
G néu moi dinh v € V' \ S déu ké véi it nhit mot dinh thuoc S.

No6i cach khac, 1an can dong cia S, ky hiéu la N[S], thoa man:

N[S] =

S6 thdng tri cia G, ky hiéu 1a (G, 1a luc lugng (s6 phan ti) nhd nhét
clia mot tap théng tri cia G.

S6 thong tri trén ctia G, ky hiéu 1a I'(G), 1a Ivc lugng 16n nhét ctia mot
tap thong tri tdi thiéu cua G.

(i ™

Joy
O/ \/@
(a) 7(G) =1 véi S = {wo} (b) T'(G) = 3 véi S = {wvi,v2,v3}

Hinh 5: Minh hoa s6 thdng tri trén do thi hinh sao K7 3.

Pinh nghia 2.13 (D4 thi téi cAu hinh k-théng tri[14]). Cho db thi G = (V, E)
va mot sb nguyén duong k > ~(G). Do thi tai cAu hinh k-thdng tri cia G,
ky hiéu 1a Dy, (G), 1a dd thi dudc x4c dinh béi:

« Tapdinh: V(D,(G)) = {S C V(G) | S 1a tap thong tri ctia G va | S| <



« Quan hé ké: Hai tap théng tri S1, S> € V(Dy(G)) k& nhau khi va chi
khi ching khac nhau ding mot phan ti. Piéu nay tuong duong véi:

1S1ASy| = 1

(Trong d6 A\ 1a phép 14y hiéu db6i xiing giita hai tip hop).

Khi khong c6 gidi han vé kich thudc ctia tap thong tri (tic k = |V (G))),
do thi tai cAu hinh nay dugc ky hiéu don gian 1a D(G).

a,b,e,d
a,b,c] la,e,d la,b,d |b,ec,d a,b,e) la,e,d la,b,d |b,ec,d
SEEE Vs A N Vv
a,c a,d b,d b,c a,c a,d b,d b, ¢
(a) Py (b) D(Ps) = D4(Py) (c) D3(Py) = Cg

Hinh 6: Vi du vé do thi tai cAu hinh k-thong tri ctia dudng di P;.

2.3 Cac nghién ciru lién quan

2.3.1 Tinh lién thong cta do thi tai cau hinh

Hau hét cic nghién ciu trudc diy vé Dy (G) tap trung vao tinh lién
thong. Haas va Seyffarth [8] da chiing minh ring D (G) lién thong bat cit khi
nao k > min{|V(G)| - 1,I'(G) + v(GQ)}. Cac két qua nay dit nén mong cho
viéc x4c dinh liéu mot chu trinh Eulerian (doi hoi tinh lién thong) c6 thé tdn

tai hay khong.

2.3.2 Chu trinh Hamilton va céc tinh chat khac

Gan day, cac nghién ciiu da md rong sang viéc tim kiém dudng di va
chu trinh Hamilton trong D;(G). Tuy nhién, nhu Messinger va Porter [9] da

chi ra, viéc nghién ctiu tinh Eulerian cung cap mot gdéc nhin méi vé cau truc
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bac ctia khong gian trang théi cac tip thong tri. Mot két qua thd vi dudc chiing
minh b&i Brouwer(2009)[4] 1a s lugng cac tap thdng tri clia mot dd thi hitu
han ludn 12 mot sb 18, diéu nay c6 mbi lién hé mat thiét dén tdng bac cla cac
dinh trong Dy (G).
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Chuong 3

TINH CHAT EULERIAN CUA PO THI
TAI CAU HINH K-THONG TRI

Trong chuong nay, chiing ta sé di sau vao phan tich cac két qua chinh
ctia bai bao [9]. Muc tiéu 14 xac dinh cdc diéu kién can va da dé do thi tai cau
hinh k-théng tri Dy, (G) 1a Eulerian.

3.1 Truong hdp tong quat: k£ = |V (G)|

3.1.1 Do thi khong lién thong va hé qua

Trong phan nay, ching ta xét do thi thdng tri D(G) ma khong kém theo
bat ky gidi han nao vé luc luong clia cic tap thong tri. Truc hét, ta din ra mot
két qua hitu ich tif nghién ctfu ctia Brouwer, Csorba, va Schrijver (2009)[4].

Dinh 1y 3.1 (BS dé bit tay [11]). Cho db thi vé huong G = (V, E) véi m

canh. Tong bdc ciia cdc dinh trong do thi bang hai lan sé canh:

Z deg(v) = 2m

Dinh ly 3.2 (Brouwer (2009)[4]). S luong cdc tdp théng tri cia mot dé thi
hitu han bdt ky luén la mét so 1é.

Tt két qué ctia Dinh 1y 3.2, ta thdy do thi tai cAu hinh D(G) ¢6 s6 luong
dinh 12 mot s6 18. Theo B§ dé Bat tay (Dinh 1y 3.1), mot dd thi chi ¢6 thé 1a
do thi Eulerian néu moi dinh ctia né déu c6 bac chan. Tuy nhién, néu D(G)

1a dd thi Eulerian, tong bac ctia n6 (bang 2| E|) phai 12 mot sé chin; diéu nay
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luon ding theo dinh 1y tdng quat, nhung né khong truc tiép quyét dinh tinh
Eulerian cho dén khi ta xét dén cau tric tich Descartes. Dic biét, khi do thi

G khong lién thong, clu tric ctia D(G) dude phan tach ro rét:

Quan sat 3.3. Cho G la mot do thi ¢6 diing m > 2 thanh phdn lién thong
Gl, GQ, cee Gm. Khi do:

D(G1)OD(Go)D...OD(G,,) = D(G)

Tu Quan sat 3.3, tinh chét Eulerian ctia do thi thong tri c¢6 thé ducc
phan tich thong qua céc thanh phan lién thong nhu sau:

Hé qua 3.4. Cho do thi G ¢c6 m > 2 thanh phdn lién théng G, G, ..., G,,.
bo thi D(G) la Eulerian khi va chi khi D(G;) la Eulerian vdi moi i €

{1,...,m}.

Chitng minh. Su tdn tai clia chu trinh Eulerian phu thudc vao tinh lién thong
clia do thi va tinh chén ctia bac cdc dinh. V6i mdi i € {1,...,m}, goi z; 1a
mot tip thdng tri bat ky ctia do6 thi con cdm sinh bdi cic dinh cta G;.

Chiéu thuin (=): Gia st D(G) 1a Eulerian. Gia st phan chiing ton tai
mot thanh phan, chiang han D(G), khong phai 1a Eulerian. Khi do, ton tai it
nhat mot dinh x; € D(G;) ¢6 bac 18. Theo hé qua ctia BS dé Bit tay(Pinh
ly 3.1) va thuc té 12 sb luong tap thong tri luon 1é (Pinh ly 3.2), d6 thi thong
tri luon chifa it nht mot dinh c6 bac chin. Vi vay, véi méii € {2,...,m},
ton tai mot dinh y; c6 bac chan trong D(G;). Theo Quan sat 3.3, bac clia dinh
(1,92, ..., Ym) trong D(G) sé la:

deg(z1) + deg(ys) + - - - + deg(y,) = (1&) + (chan) + - - - + (chan) = 1&

Diéu nay mau thuin véi gia thiét D(G) 1a Eulerian. Viy moi D(G;) bat budc

phai la Eulerian.

Chiéu nghich (<): Gia st moi D(G;) déu la Eulerian. Theo dic trung

clia tich Descartes, bac ctia mot dinh trong D(G) bing tong bic ctia cac dinh
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thanh phan:

degD(G)(ﬂfl, ey X)) = Z degD(Gi)(%)
i=1
Vi méi D(G;) la Eulerian, moi degp g, (2;) déu chan. Tong ctia céc
s6 chin 1a mot s6 chin, do d6 moi dinh trong D(G) déu c6 bac chan. Vi
D(G) ludn lién thong (theo Haas va Seyffarth, 2013[8]), ta két luan D(G) 1a

Eulerian. L]

Hé qua cho thiy d€ dic trung héa cac dd thi G sao cho D(G) 1a Eu-
lerian, chuing ta chi cn tip trung vao 16p do thi lién thong. Vi mot dd thi
chi gdm mot dinh don 1é c6 cau tric thdng tri tAm thudng va hién nhién 13
Eulerian, cac két qua tiép theo s& khio sat cic do thi lién thong c6 it nhit hai
dinh.

3.1.2 Dac trung cho do thi lién thong

Viéc xéc dinh dic trung cla cdc do thi hat lién thong G sao cho D(G)
12 Eulerian 12 mot trong nhitng déng gép quan trong nhit cia Messinger va
Porter. Trung tAm ctia 1ap luan nay 12 méi lién hé khing khit giita ciu tric ké

ctia do thi gbc va tinh dong nhét vé bic cla cac dinh trong do thi tdi cu hinh.

B6 dé 3.5. Cho G la do thi lién thong bdc n > 2. Néu ton tai mot sé nguyén
¢ e{l,...,n— 1} thda man dong thoi ba diéu kién sau:

1. Ton tai mét tdp con kich thudc { thong tri G;
2. Ton tai mét tdp con kich thuéc { khong thong tri G;
3. Moi tdp con kich thudc { + 1 déu thong tri G.
Thi do thi thong tri D(G) chita it nhdt mét dinh bdc chdn va it nhdt mét dinh

bdc lé. H¢ qud la D(G) khéng phdi la do thi Eulerian.

Chitng minh. Gia st phan chiing ring moi dinh trong D(G) déu c6 bac cling
tinh chdn 1. Vi G 1a dd thi lién thong va ¢ < n, tap thdng tri chifa tit ca céc
dinh cta G (luc lugng n) s€ tuong ing véi mot dinh trong D(G) c6 bac dung
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bang n.
Khdng dinh: Moi dinh trong D(G) d&u c6 bac cling tinh chén 18 véi n.

Theo gia thiét (2), goi A C V(G 1a tap hop c6 luc lugng ¢ khong thong
tri G. Khi do, ton tai mot dinh # € V(G) khong ké vé6i bét ky dinh nao trong
A. Theo gié thiét (3), tap S = A U {x} c6 luc luong ¢ + 1 12 mdt tip thdng
tri cia G. Goi B = V(G) \ (AU {x}). Tap B phai khic rong, bdi néu ngugc

lai, z sé 1a mot dinh ¢6 1ap trong GG, mau thuan véi tinh lién thong cta G.

Xét tap cac dinh c6 1ap I(A) trong dd thi con cdm sinh bdi A. Hai
trudng hop sau day dugc xét dén:

Truong hop 1: 1(A) = (. Diéu nay c6 nghia 1a moi dinh @ € A déu cé it
nhAt mot dinh 1an cén trong A. Khi d6, A \ {a} thdng tri tip A. Vi moi tap
kich thu6c ¢ + 1 déu thong tri G, nén AU {v} thong tri G v6i moi v € B, suy

ra x k& v6i moi dinh trong B.

Khi x6a bt ky dinh @ € A nao khéi S = A U {x}, tap con lai van
théng tri G. Ngoai ra, c6 thé thém bat ky dinh nao trong s6 n — (£ + 1) dinh
tir B vao S. Do do, dinh tuong ung véi S trong D(G) ¢ bac la:

deg(s) =|A|+|B|=¢+(n—(—-1)=n—1

Vin van — 1 ludn khéc tinh chan 18, két qua nay mau thuin véi Khang dinh

néu trén.

Truong hop 2: [(A) # 0. Giasta € I(A). Do a co 1ap trong G[A], tap
A\ {a} khong théng tri dugc dinh a. Xét mdt dinh v € B tuy y. Theo gia
thiét (3), tap (AU {x,v}) \ {a} c6 kich thudc £ + 1 nén phéai thong tri G. Do
a € I(A) khong c6 dinh 1an can trong A \ {a} va ciing khong ké véi z, dé
tap trén thoéng tri dudc a, dinh v € B bat budc phai ké v6i a. Vi lap luan nay
ding v6i moi v € B, suy ra moi dinh thudc I(A) déu phéi ké véi moi dinh
thuoc B.
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Trudng hop nay tiép tuc dudc chia nhé dua trén luc lugng ctia I(A):

Truong hop 2.1: [I(A)| = 1. Gidasa I(A) = {a}. Néu A\ {a} =0,
tacéd A = {a} va ¢ = 1. Khi dé, theo gia thiét (1), ton tai mot dinh y € V(G)
sao cho {y} 1a tap thong tri ciia G. Pinh tuong tng véi {y} trong D(G) chi c6
thé ké véi cac tap thong tri kich thudc 2 ¢6 dang {y,u} véiu € V(G) \ {y},
do d6 deg(y) = n — 1, mau thuin véi Khing dinh vé tinh chdn 18. Vay phéi
c6 [A\{a}]| = 1.

Vi G lién thong, phai ton tai it nhit mot dinh ¢ € B sao cho c ké véi
it nhat mot dinh trong A \ {a}. Xét tap S’ = A U {c}, tAp nay c6 kich thuéc
¢ + 1 nén théng tri G. C4c tap con kich thudc ¢ ctia S’ bao gom:

 Tap A: Khong thong tri G (theo gia thiét).
e Cactapdang (AU {c})\ {d'} véia' € A\ {a}: Tap nay théng tri G

vi dinh a (dinh c6 1ap duy nhét ctia A) da dudc ké bdi toan bo B (trong

d6 c6 c), dinh = dugc ké bédi ¢, va A\ {a’} vin ddm bdo cAu tric lién

két noi bo.
* Tap (AU {c}) \ {a}.

Dé dinh s’ tuong tng véi S’ khong c6 bac bang n — 1 (nhdam trdnh mau
thuén tinh chédn 18), tap (A U {c}) \ {a} budc phai khong thong tri G. Diéu
nay dan dén tinh chét sau:

Tinh chat 1a: 3¢’ € B\ {c} sao cho ¢’ khong ké v6i bit ky dinh

nao trong (AU {c}) \ {a}.

Hoan toan tuong tu, bang cach xét tap A U {c'}, cling suy ra dugc tap
(AU {c})\ {a} khong théng tri G, din dén:

Tinh chat 1b: 3¢” € B\ {¢’} sao cho ¢’ khong k& véi bét ky

dinh nao trong (AU {c'}) \ {a}.

Tuy nhién, xét tap S” = (AU{c,"}) \ {a}, tdp nay c6 kich thude ¢+ 1
nén phai thdng tri G. Piéu nay doi héi dinh ¢’ phai ké véi it nhat mot dinh

trong S”. Do ¢ thudc B, theo chiing minh & trén, ¢’ ké véi a, nhung a da bi
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loai khéi S”. Do d6 ¢’ phai ké véi mot phan ti thuoe (AU {c,c’}) \ {a}, diéu
nay truc tiép mau thuln véi hai tinh chét 1a va 1b da xac 1ap. Do vay, ciu hinh
|I(A)| = 1 bi loai bo.

Truong hgp 2.2: |I(A)| > 2. Chon ra hai dinh phéan biét a € I(A)
va a’ € I(A)\ {a}, cing mot dinh v € B. Xét tap thong tri S* = (AU
{x,v}) \ {a}, c6 kich thuéc ¢ + 1. Thudc tinh thong tri cla céc tap con kich
thudc ¢ thu dugc bang cach x6a mdt phan ti khéi S* dudc liét ké nhu sau:

* Xo6a v: Thu dugc (AU {z}) \ {a}. Tap ndy khong thong tri G vi dinh
c6 1ap a khong dudc ké bdi bat ky phan tif nao con lai.
e X6a z: Thu dudc (AU {v})\ {a}. Tap nay thong tri G via' € I(A) ké

véi toan bo B, tip A \ {a} tu thdng tri chinh né, va v ké véi ca x 14n a.

* X6a mot dinh o* € I(A) \ {a}: Thu dugc (AU {z,v})\ {a,a*}. Tap
nay thong tri G vi v ké véi ca cip {a, a*}, x ké v6i toan bd phan con lai

cua B.

« X6a mét dinh a* € A\ I(A): Thu dugc tip théng tri G vi ly do tucng

tu, « bao toan mién B, v ké véi a.

Tu phan tich trén, khi ha cap kich thudc tir S*, thu dudc ding ¢ — 1 tap
thong tri kich thudc ¢. Ngudc lai, tir S*, c6 thé thém vao bat ky dinh nao trong
s6 n — (¢ + 1) dinh thudc mién B \ {v} d€ tao ra tap thong tri kich thudc
¢ + 2. Téng sb dinh ké véi dinh s* trong do thi D(G) la:

deg(s)=(l—-1)+(n—{0—-1)=n—2

Gid tri n — 2 1udn c6 cung tinh chan 18 véi n. Tuy nhién, cAu tric nay
dong thdi cho phép kién tao mot tap dich chuyén ma tai d6 bac ciu hinh roi
vao trang thdi n — 1, tao ra su bat nhat vé tinh chin 1€ clia toan bd hé thong
dd thi cau hinh.

Tt tAt c4 cac trudng hop trén, gid thuyét phan chiing ban dau 12 sai. P
thi théng tri D(G) bat budc phai chita dong thdi ca dinh bac chin va dinh bac
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18, dan t6i viéc D(G) khong thé 1a mot do thi Eulerian. ]

Tir két qua ctia BS dé trén, ta nhan thiy rang tinh Eulerian ctia do thi
théng tri doi héi mot sy dong nhat tuyét d6i vé clu tric thdng tri ctia do thi
gbc. Bat ky su giao thoa nao gilfa cic tap c6 cung kich thude (khi tap nay
thong tri nhung tap kia thi khong) déu din dén su xuét hién cla cac dinh bac
1. Do d6, d€ tim ra céac do thi lién thong c6 do thi thong tri Eulerian, ta phai
tim kiém cdc cu tric ma tai d6 tinh chit thdng tri hoan toan phu thudc vao
luc luong cta tap hop. Piéu nay din dén dic trung quan trong nhat dbi véi
16p d6 thi lién thong duéi day.

Pinh Iy 3.6 (Pic trung Eulerian cho D6 thi thong tri lién thong). Cho G
la mot do thi lién thong bdc n > 2. D6 thi thong tri D(G) la Eulerian khi va
chi khi n la sé chdn va G la do thi tiéc cocktail H,, vdin > 4.

Chiing minh. Ching minh dudc chia lam hai phan:

1. Chiéu thuén (=): Gié st D(G) la Eulerian, ta ching minh G 1a H,,.

Budc 1: Chiing minh n phdi chdn va n > 4. Xét tap thdng tri 16n nhat
V(G). Pinh tuong tng trong D(G) ¢6 bac 1a n (vi G lién thong, x6a bat ky
dinh nao ciing d€ lai mot tap thdng tri bic n — 1). Vi dd thi 1a Eulerian, bac
n phai 1a s6 chan. Dbi v6i n = 2 va n = 3, qua kiém tra truc tiép cac do thi
Py, P;, Cs, ta thiy ching déu chifa dinh bac 1é. Do d6, n phéi chan va n > 4.

Budc 2: Xdc dinh tham s6 £. Goi £+ 1 14 sb nguyén duong nho nhit sao
cho moi tap hop kich thudc £+ 1 déu thong tri G. Theo BS dé 3.5, d€ D(G) 1a
Eulerian, khong thé ton tai trudng hop mot s6 tap kich thude ¢ thong tri con
s6 khdc thi khong. Vi £ + 1 1a kich thuéc nhd nhat d€ moi tap déu thong tri,
suy ra khong tip nao kich thudc £ c6 thé thong tri G.

Bude 3: Chitng minh ¢ = 1. Néu ¢ = 1: Khong c6 dinh don 1& nao
théng tri G, nhung moi cip dinh déu thong tri G. Xét hai dinh khong ké nhau
a,b. Véimoiv € V(G) \ {a, b}, tap {a,v} thdng tri G. Do a khong ké b, dé
b dugc thdng tri bdi {a, v} thi bt budc v ké b. Suy ra b ké v6i moi dinh khéc
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a,b. Lap luan ddi xing cho {b, v} cho thiy a ké v6i moi dinh khic a,b. Vi
vay mdi dinh c6 ding mot dinh khong ké tuong dng, nén cic canh bi thiéu
tao thanh mot ghép cidp hoan hio; do d6 G 1a db thi tiéc cocktail.

Néu ¢ > 3: Gia st phan chiing ¢ > 3. Bing cach phan tich tap doc 1ap
va lang giéng tuong tu BS dé 3.5, ta sé dan dén mau thuin 12 ton tai mot tap
kich thudc 2 thong tri G, trai v6i gia thiét £ + 1 1a t6i thiéu.

K&t luén: Trudng hop kha thi duy nhat 12 ¢ = 1 va n chin, tuong tng
v6i do thi tiéc cocktail H,,.

2. Chiéu nghich (<): Gia sit G 1a d6 thi tiéc cocktail H, v6i n chan va
n > 4. Do thi tiéc cocktail H,, dudgc dinh nghia la dd thi diy di K, loai bd di
mot cip ghép hoan hio. Pic diém ciu tric quan trong nhét cia H,, 1a:
« Khong c6 dinh don 1€ nao thong tri do thi (y(H,) = 2).
* Moi tap con c6 luc luong tir 2 tré 1én déu 12 tap thong tri.
Xét mot tap thdng tri T bat ky trong H,, v6i luc lugng |T| = r (2 < r < n):
« Néu 2 < r < n: Ta c6 thé thém bét ky dinh nao trong s6 n — r dinh
con lai, hodic x6a bat ky dinh nao trong s r dinh hién cé (vir — 1 > 2,
tap con lai van thdng tri). Bic cda dinh ¢ tuong tng trong D(H,,) 1a:
deg(t) = (n—1r) +r =n.
« Néu r = 2: Ta khong thé x6a dinh, nhung c6 thé thém bét ky dinh nao
trong n — 2 dinh con lai. Bac cua ¢ 1a: deg(t) = n — 2.
« Néu r = n: Tap chita tit ca cdc dinh. Ta c6 thé xda bét ky dinh nao
trong n dinh. Bac cua ¢ la: deg(t) = n.
Vi n 1a s chén, tit ca cac bac dinh néu trén (n va n — 2) déu 1a s6 chan.
Két hop véi viéc do thi tai ciu hinh lién thong, ta két luan D(H,,) 1a do thi

Eulerian.
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3.2 Truong hgp gidi han kich thudc: v(G) < k <
V(G)]

Trong ndi dung trén, cic dic trung cta do thi G nhim dam bao dd
thi tdi cAu hinh D(G) dat tinh chét Eulerian da dugc thiét 1ap va phan tich.
Nghién cifu tiép tuc dudc mé rong ddi véi trudng hop tham sb kich thudc tap
théng tri gidi han & miic & < |V (G)]. Céc diéu kién can va du lién quan dén
tham s6 k va bac ctia do thi |V (G)| sé dudc xdc dinh cu thé, tir d6 thiét 1ap
trang thai Eulerian cho do thi tdi cAu hinh k-thdng tri Dy (G) trén mot sb 16p
dd thi phd bién,

Luu y rang néu k = ~(G), thi D;(G) chi 1a mot tap hop cac dinh cd
1ap (c4c thanh phan lién thong hitu han tam thudng). Do d6, két hop véi thuc

t€ Di(G) = D(G) khi k = |V (G)], trong sudt muc nay chiing ta gia dinh:

1(G) <k < V(G)]

3.2.1 D6 thi duong thang (P,) va Do thi chu trinh (C,)

Dua trén két qua ctia Fink va cong su (1990) [7], sd thdng tri clia dd
thi dudng di va do thi chu trinh 1an lugt 1a v(P,) = [n/3] (véin > 1) va
v(C,) = [n/3] (v6in > 3). Pinh ly dudi diy cung cip dic trung day di vé

tinh Eulerian cho d6 thi tdi cAu hinh ctia hai 16p do thi nay.
Dinh ly 3.7. Cho n, k la cdc s6 nguyén théa mann > 3 va [n/3] < k < n.
Khi do:

 Dy(P,) la do thi Eulerian khi va chi khin = 4 va k = 3.

» Di(C,,) la do thi Eulerian khi va chi khi (n, k) € {(7,4), (3,2)}.

Chiing minh. Ta tién hanh phan tich dua trén cac 16p thing du ctian (mod 3).
Céc trudng hgp cu thé duge tong hop trong Bang 2.
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a) D6 thl Cg b) D6 thl DQ(Cg) = Cﬁ

Hinh 7: D6 thi C3 va dd thi tdi cAu hinh Dy(Cs)

Truong hop 1: n = 2 (mod 3). Cac dinh trong Dy (P,) va Dy (C,,) tuong
ting v6i cac tap thong tri nhd nhét trong P, va C,, déu c6 bac 1a (n — [n/3]).
Khin =2 (mod 3), gid tri nay 1a s 1&. Theo dinh ly vé bac ctia dinh trong do
thi Eulerian, ca Dy(P,) va Dy(C,,) déu khong phéi 1a Eulerian trong trudng
hop nay.

Truong hop 2: n Z 2 (mod 3) van > 8. Giastin =30+ jvéil > 3 va
7 € {0,1}. Xét mot tap théng tri nhé nhit S bat ky:

« Néu k = [n/3] +1: Xét tap S’ = S U {vs}. Trong dd thi tdi cAu hinh,
dinh tuong ting véi S’ ¢ bac bang 1, do chi ¢ thé loai bé dinh vs dé
duy tri tinh thong tri. Vi ton tai dinh bac 1, d6 thi khong 13 Eulerian.

« Néu k > [n/3] + 1: Xét tap théng tri cuc tiéu " = (S \ {w}) U
{v3, v5}. Dinh tuong tng v6i S” cobacla (n—[n/3]—1). Véin =0, 1
(mod 3), biéu thdc nay cho két qua 1a s6 18, dan dén do thi khong dat

tinh Eulerian.

Vo V1 V2 V3 V4 Un—1

Vg V1 Vg V3 U4 Un—1

Hinh 8: Tap thong tri trén dudng di va chu trinh véin = 0,1 (mod 3).
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Truong hop 3: Cac truong hgp dac biét (n < 8 van = 0,1 (mod 3)).
Xéttap cac giatrin € {3,4,6,7}:
1. Véin = 3,k = 2: Trong D5(C3), moi dinh déu c6 bac 2, thda man diéu
kién Eulerian. Tuy nhién, D,(P;) khong 12 Eulerian do ton tai dinh bac
1 (tuong tng véi tap {vg, v1}).
2. Véin = 4, k = 3: Ciu tric cia D3(P;) cho thiy day l1a do thi Eulerian.
Ngugc lai, D3(C}) khong 1a Eulerian vi tap théng tri {vg, v1, vo} tuong
ting v6i mot dinh bac 3.
3. Véin = 6: Ap dung 1ap luan vé cac tap S, ', S” tuong tu Truong hop 2,
ta két luan Dy, (Ps) va Dy.(C) khong 1a Eulerian v6i moi k € {3,4,5}.

—eo—9o—90o 0o 0o o e—eo—9o 0o 0o 0o o
V3 V4 Vo

(a) (b)

Hinh 9: Céc tap thdng tri trén do thi dudng di P;.

4. Véi n = 7: Trudce tién, xét trudng hop k € {5,6}. Goi S7 1a tap thong
tri kich thudc 4 dudgc chon nhu ciu hinh trong hinh 9a. Trong do thi
tai cAu hinh D (G), bac cta dinh tuong dng véi tap S; duge xéac dinh
bang téng sd cach thém mot dinh hop 1é va sb cach x6a mot dinh hop
1¢ sao cho tip méi van duy tri tinh thong tri. Qua ki€m tra, ta c6 ding
3 cach thém mot dinh bat ky ngoai tip d€ nang 1én tap kich thudc 5, va
c6 ding 2 cach x6a dinh hop 1é tit S7 (x6a dinh v hodc vy) d€ Iui vé tap
kich thuéc 3 ma khong 1am mét tinh théng tri. Do d6, bic ctia dinh nay
ding bing 3 + 2 = 5. Vi chifa dinh c6 bac 18 (bing 5), d6 thi D5(G) va
Dg(@G) khong thé 1a Eulerian trén cé P; va Cf.

Tiép theo, xét trudng hop k = 4:

« D6i v6i dd thi dudng di Pr, xét mot tap thoéng tri kich thuée 4 dic
biét chifa dinh dau mit (Hinh 9b). Pinh tuong ting clia né trong
Dy4(P;) chi c6 bac bing 1, vi chi c6 duy nhéit dinh vy 13 c6 thé loai

bd khdi tip d6 ma van giit dugc tinh théng tri dbi véi dudng di.
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Do ton tai dinh bac 18, D,(P;) khong la Eulerian.

* DA4i v6i chu trinh C7, ta chiing minh D,(C5) dat tinh Eulerian.
Moi tap thong tri luc lugng 3 trén C7 déu 1a tap thong tri cuc tiéu,
do d6 khi xét trong D4(C+), ta khong thé thuc hién phép xda dinh
nao tif chung ma chi c6 th€ thém vao 1 trong 4 dinh con lai ngoai

tap, dan t6i cac dinh nay déu c6 bic bang 4 (chin).

* Moi tap thong tri luc lugng 4 déu chiia it nhat hai dinh ké nhau (do
kich thuéc tap doc 1ap tbi da cia C; 12 3 theo cong thic (2.1) nén
tap c6 luc luong > 3 thi sé c6 it nhat 2 dinh ké nhau). Hon nita,
mdi tip thong tri luc lugng 4 nay ludn tng véi mot dinh c6 bac
b?lng 2 trong do thi tdi cAu hinh. Ly do 12 vi dua trén ciu tric vong
ctia C7, moi tap thdng tri kich thuée 4 chi c6 thé roi vao mot trong
ba cAu hinh hinh hoc (Hinh10): hai dinh lién tiép va hai dinh don
18, ba dinh lién tiép két hop mot dinh ¢6 1ap, hodc hai cip dinh ké
nhau tich rdi. Trong ca ba cAu hinh nay, diéu kién khoang hé t6i
da gilta cdc dinh khong qud 3 canh (d€ duy tri tinh thong tri trén
C'7) chi cho phép chon diing ding 2 vi tri dinh thich hop d€ loai
bd nham lui vé tap thdng tri luc lugng 3. Vi tit ca cac dinh déu c6

bac chén nén Dy(C5) 1a do thi Eulerian.

*—o—0—0 000 *—o—0 0000 *—o—0—0 000

U1 Vg V4 Ve V1 V2 U3 Us U1 V2 V4 Us

(a) (b) (c)

Hinh 10: Ba cAu hinh hinh hoc ctia tap théng tri luc lugng 4 trén chu trinh C7.

[]
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Bang 2: Cac trudng hgp xét tinh Eulerian cta Dy(F,) va Dy(C),)

Piéu kién cta n Gia tri k Di(P,)  Dy(C,)
n=2 (mod3),n>2 [n/3]+1,...,n—1 Khong  Khong
n#2 (mod 3),n >8 [n/3]+1 Khong  Khong
n#2 (mod 3),n>8 [n/3]+2,....,n—1 Khong  Khong
n=3 k=2 Khong  Cé

n =4 k=3 Co Khong
n==06 k=3,4,5 Khong  Khong
n="7 k=4 Khong Co

n="1 k=15,6 Khong  Khong

3.2.2 Do thi hai phia day du (X,

DO thi hai phia day du K, ,, 1a do thi c6 tap dinh V' dugc phan hoach
thanh hai tap doc 1ap X va Y sao cho | X| = m va |Y| = n. Dinh ly sau day
xac dinh diéu kién can va da dé do thi tai cAu hinh k-thdng tri ctia 16p do thi
nay la Eulerian.

Dinh ly 3.8. Gid sit m,n, k la cdc s6 nguyén sao cho m < nva y(Kp,) <
k < m + n. Khi do, Dy(K) la do thi Eulerian khi va chi khi:

e m =1, n chdn va k 1é; hodic
em>3m=n (mod 2)vak =3,

Chiing minh. Phan hoach tap dinh cta K, ,, thanh 2 tip con lan lugtla X =
{z1,29,.. ., xm}vaY ={y1,y2, ..., yn}. Taxét cac truong hgp theo m:

Truong hop 1: m = 1 (P6 thi hinh sao K 1) Tap thong tri duy nhét c6
luc luong nhd hon n + 1 ma khong chia z; 1a tap Y. DAy 12 mot tap thong tri
cyc tiéu, va dinh tuong tng trong D,,(K; ;) 1a mot dinh ¢o 1ap (bac 0, 1a 6

chan).
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2@ -0 ® 4
. N //
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a) Dé thl K1,4 b) D6 th]. D‘}(I{l,;l)

Hinh 11: Vi du vé d6 thi tdi cAu hinh k-thong tri D3(K7 4).

Xét céc tap thong tri A chia xq v6i |A] < n + 1:

e Néu k > |A|, ta c6 thé thém bat ky dinh nao ti Y \ A hoic x6a bat ky
dinh nao tr Y N A dé€ tao ra mot tap thdng tri méi. Khi d6, dinh tuong
ung co bac la n.

e Néu k =
tuong ingla |[A| — 1=k — 1.

Do d6, Dy(K7 ) 1a Eulerian khi va chi khi n chdn va & 18.

Trudng hop 2: m = 2. Vi K55 & Cy, theo Dinh Iy 3.7, Dj,(K>.) khong la
Eulerian. Gia st n > m = 2, suyra k > 3.
e V6i k =3, xéttp S = {x1, 9, y1}. Viéc loai bd bat ky dinh nao khoi
S déu thu dugc mot tap thong tri. Do do, S ¢6 bac 3 trong Ds(K>.,)
suy ra do thi tai cAu hinh khong 1a Eulerian.
e V6i k > 4, xéttap T = {x1,y1,y2}. Pinh nay c6 bac n + 1 (thém z,
x0a y; hodc y9, hodc thém mot dinh tit Y \ {1, y2}). Trong khi do, tap
thong tri {x1, 25} c6 bac n. Vin van + 1 ludn c6 mot gid tri 18, dd thi

khong thé 1a Eulerian.

Truong hgp 3: m > 3 van > m.

e Néuk > 3: Xéttap T = {x1, 29,11 }. Bac cua T trong Dy(K,,,) la
d(T) = m+mn — 1 vi: ta ¢6 thé€ thém mdt trong (m — 2) + (n — 1) dinh
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con lai vao 7', hoic x6a =1 hodc z4. Néu m, n cung tinh chan 18, m 4+ n
1a s6 chén va d(T') sé 1a s6 18. Do dé, do thi khong 1a Eulerian.

« Néu k = 3: Gia st A4 1a tap thong tri chia hai dinh thuoc X va mot
dinh thuoc Y. Vi k = 3, ta khong thé thém dinh. Chi c6 thé x6a mot
trong hai dinh thudc X d€ duy tri tinh thong tri, nén d(A) = 2. Néu
n > m = 3, tap {1, 1o, 3} 12 tap thdng tri cuc tiéu ting véi mot dinh
c0 1ap (bac 0). Tuong tu cho tap Y khi n = m = 3.

Két ludn: Ds(K m.n) 12 Eulerian khi va chi khi m, n cling tinh chén 1€
van > m > 3. []

3.2.3 Do thi tiéc cocktail (,) va do thi day dua (K,

Trong phan nay, ching ta khao sat diéu kién can va di dé do thi tai cu
hinh k-théng tri Dy,(G) 1a do thi Eulerian dbi vé6i 16p do thi tiéc cocktail va
dd thi ddy da.

Dinh 1y 3.9. Cho H, la do thi tiéc cocktail véi n > 4 dinh (n chdn). Vi moi
56 nguyén k théa man 2 < k < n, do thi Dy.(H,,) la Eulerian khi va chi khi k

la so chan.

Chiing minh. Goi S 1a tap hop céc tap con ¢ p phan ti ctia V (H,,) véi p €
{2,...,k}. Trong d thi tiéc cocktail H,,, moi tp con c6 2 phan ti déu thong
tri H, (tic v(H,) = 2), nhung khong c6 dinh don 1é nao c6 kha nang nay.
Do d6, cac phan ti clia S chinh 1a céc tap thong tri cia H,,.
Xét mot dinh s bt ky trong Dy, (H,,) tuong ting véi tap thong tri S € S.
Ta tinh bac cta s (deg(s)) dua trén luc lugng p cua tap S:
e Truong hgp p = 2: Ta chi c6 thé thém dinh vao S (khong thé bét vi
tap c6 1 phan ti khong phéi 1a tap thong tri). Cé n — 2 cach thém mot
dinh tt V(H,,) \ S. Do d6, deg(s) = n — 2. Vi n chan, deg(s) la sb

chan.

* Truonghop 3 <p <k —1:
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— C6 p cach loai bé mot dinh tir S d€ tao thanh tap thong tri c6 kich
thuéec p — 1 > 2.

— C6 n— p cach thém mot dinh tr V' (H,,) \ S d€ tao thanh tap thong
tri kich thuéc p + 1 < k.

Tong cong, deg(s) = p + (n — p) = n. Vi n chén, deg(s) 1a sb chén.

 Truong hop p = k: Moi tip con kich thuéc k£ — 1 cta S déu la tap
théng tri, nhung khong thé thém dinh do gidi han kich thudc k. Khi do,
deg(s) = k.

Mot dd thi lién thong 13 Eulerian khi va chi khi moi dinh ctia né c6 bac
chan. Theo céc 14p luan trén, diéu nay tuong duong véi diéu kién k phai 1a sb
chan. []

MG rong doi véi do thi day da £,:  Dic tinh ctia dd thi tiéc cocktail 12 moi
tap hop c6 luc lugng v(H,,) déu l1a tap thdng tri. DS thi diy di K, cling 6
hitu tinh chét tuong tu (moi tap c6 luc luong 1 déu thdng tri K,,). Tuy nhién,
tinh Eulerian cia Dy (K,) c6 su khac biét.

Dinh ly 3.10. Cho n va k la cdc s6 nguyén sao chon > 2val < k < n. Khi

do, Dy,(K,,) la mot do thi Eulerian néu va chi néun la sé 16 va k = 2.

Chiing minh. D€ ching minh d6 thi tai cAu hinh Dy, (K,,) la Eulerian, ta can
chitng minh bac ctia moi dinh trong dd thi nay déu 1a s6 chdn. Ta xét cac

trudng hop vé tinh chin 1é cla n va gia tri ctia k nhu sau:

Truong hop 1. Xét n 12 s6 chan. Trong dd thi diy di K, mot tap con bt ky
gém 1 dinh ludn 1a mot tap thong tri. Do d6, dinh trong Dy (K,,) tuong ting
véi tap thong tri c6 luc ludng 1 nay sé c6 bac diing bang n — 1. Vin chin nén
n — 112 mdt s6 18. Do ton tai it nhit mot dinh c6 bac 1€, do thi Dy, (K,) khong

bao gid 1a Eulerian khi n chan.

Truong hop 2. Xét n 1a s6 1& va k > 2. Ta xét dinh trong d6 thi Dy, (K,) ting
v6i mot tap thdng tri c6 luc ludgng bang 2. Bic cla dinh nay dudc xdc dinh
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bang sb lugng cac tap théng tri ké véi nd, cu thé 1a 2 dinh c6 luc lugng bang
1 va n — 2 dinh c6 luc lugng bang 3. Téng 12 2 + n — 2 = n 1a s6 18 vay nén
Dy (K,,) khong 1a Eulerian véi k > 2.

Truong hop 3. Xét n 12 s6 1é va k = 2. Trong chu hinh nay, do thi Dy(kK,,)
chi chifa hai loai dinh tuong tng véi hai loai tap théng tri c¢6 luc lugng khac

nhau:

« Céc dinh tng vdi tap thong tri ¢6 luc luong 1: Mbi tap nay c6 bic bing

n—1.Vinlénénn — 11aso chan.

« Céc dinh ting véi tap thdng tri c6 luc luong 2: Mi tap nay chi c6 thé
bét di mot dinh d€ quay vé tap thong tri luc luong 1. Do d6, bic clia cic
dinh nay bang ding 2 (12 s6 chan).

Vi tit ¢4 cdc dinh trong Ds(K,,) déu c6 bac chin (bang 2 hoidc n — 1), theo

tiéu chudn Eulerian, do thi nay 1a mot do thi Eulerian.
[]

Tir cac phan tich chi tiét vé bac cta dinh trong do thi tdi cAu hinh cia
H, va K, ta nhan thly mot diém chung cbt 16i: c4 hai 16p do thi nay déu s6
hitu dic tinh ma tai d6 moi tap con c6 luc lugng bang sb thong tri déu c6 kha
ning thong tri toan bo dd thi. Su tuong dong vé cu tric théng tri nay cho
phép ta téng quat hoa cac két qua riéng 18 thanh mot dic trung ddy dd cho
16p dd thi c6 tinh chat dic biét néu trén. Hé qua dudi day sé thiét 1ap mdi lién
hé chit ché giita tinh Eulerian va cac thong sb ctia do thi trong bdi canh tdng

quat nay.

Heé qua 3.11. Gid sit G la dé thi lién théong bdc n > 1 ¢6 tinh chdt: moi tdp
con ¢ lyc luong v(G) déu thong tri G. Vdi sé nguyén k théa man v(G) <
k < m, dé thi tdi cdu hinh Dy(G) la Eulerian khi va chi khi:

1. G la dé thi ddy dui K, véin lé va k = 2; hodic

2. G la do thi tiéc cocktail H,, vdi n > 4 va k la so chdn.
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Bang 3: Tom tat tinh chét Eulerian ctia Dy(H,,) va Dy(K,,)

Loai do thi G Piéu kién tham s6 Dy (G) Eulerian?
H, (nchin,n >4) kchin,2 <k <n Cé

H, (nchin,n >4) k18,2<k<n Khong

K,, (n chan) Moi k > 2 Khong

K, (n18) k=2 Cé

K, (nl1é) k> 2 Khong

Chitng minh. Gia st G 1a d6 thi lién thong bac n > 1 thdéa man moi tip hop
luc Iugng (@) déu thong tri G.

e Néu v(G) = 1, G budc phai la dd thi diy di K,,. Theo Pinh ly 3.10,
diéu kién Eulerian tuong ting vdi trudng hop n 1é va k = 2.

e Néu 7(G) = 2, G 1a dd thi tiéc cocktail H,, v6i n > 4. Theo Pinh ly
3.9, Dy(H,) 1a Eulerian khi va chi khi k chan.

e Xét truong hop v(G) > 3: Gid st ton tai do thi G théa man diéu kién
nay va goi A 1a tap hop c6 luc luong v(G) — 1. Vi |A| < ~(G), ton tai
it nhat mot dinh = khong ké véi bat ky dinh nao trong A.

Pit B = V(G) \ (AU {x}). Tap B bit budc phdi khic réng, bdi néu
B = () thi tdp A chinh 1a V/(G) \ {z}; khi d6 dinh 2 hoan toan cd lap
v6i A, dan t6i do thi G bi mit tinh lién thong (mau thuin véi gia thiét
G lién thong).

Do moi tip con c6 luc lugng ding bing v(G) déu thong tri G, nén tap
AU {v} (v6i v € B bat ky) phéi 1a mot tap thdng tri ctia G. Vi dinh
x khong ké vé6i bat ky dinh nao trong A, d&€ x dudc thdng tri bdi tap
A U {v}, bat budc = phai k& v6i v. Do v dudc chon tlly y trong B, ta

suy ra dinh z k& v6i moi dinh thudc tip B.

Tiép theo, lay mot dinh a € A bat ky. Xét tap A U {x}, tAp nay c6 luc
lugng diing bang v(G) nén n6 théng tri G. Tuy nhién, tap (AU {z}) \
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{a} c6 luc lugng chi bing v(G) — 1, do d6 n6é khong thé 1a tap thong
tri cia G. Mt khdc, vi dinh = da ké v6i moi dinh trong B, 1y do duy
nhét khién tap (A U {z}) \ {a} mét tinh thong tri 12 vi n6 khong thé
théng tri dugc chinh dinh a. Diéu nay kéo theo dinh a khong c6 bat ky
lang giéng nao trong tip A \ {a}. Do a 12 dinh ty y, ta két luan A bt

budc phai 1a mét tap doc lap.

Mat khéc, véi moi a € Avav € B, tap (AU {v,z}) \ {a} c6 luc
luong bing (G) nén phai thong tri G. D& tap nay théng tri dudgc dinh
a (trong bdi canh A 1a tap doc 1ap va z khong ké a), bat budc dinh v
phai k& véi a. Vi a, v tlly ¥, ta suy ra moi dinh trong A déu ké véi moi
dinh trong B.

Cubi cung, xét tap hop A’ = (AU {v}) \ {a} véia € A,v € B. Ta
thay:

- Tap con A \ {a} khéc rdng va thong tri toan bo cac dinh thudc B.

- Pinh v s& thong tri dinh x va dinh a.

Do d6, A’ tré thanh mot tap thdng tri cia do thi G. Piéu nay din dén
mdt mau thuan chi mang vi |A'| = | 4] = v(G) —1 < v(G). Méu thuan
nay chiing td khong ton tai bat ky do thi lién thong nao théa man diéu
kién v(G) > 3.

3.2.4 Do thi Corona va chi s6 thong tri trén

Chi s6 théng tri trén ctia mot dd thi G, ky hiéu 1a I'(G), dude dinh nghia

12 Iuc luong 16n nhét trong s6 tit ca cac tip thdng tri cuc tiéu cia G. Dua trén

khai niém nay, 16p do thi thong tri tot (well-dominated) dudc x4c dinh 12 tap

hop cdc do thi ma tai d6 chi s6 thdng tri co s6 v(G) tring nhét véi chi sb
théng tri trén I'(G), hay néi cach khac 1a thda man hé thic v(G) = I'(G).
Ldp do thi nay, von dudc gidi thiéu 1an dau bsi Finbow va cdng su (1988)[6],

dong vai tro nén tang trong viéc phan tich tinh dn dinh ciu tric clia cic tap
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thong tri cuc tiéu. Pang chu v, cac 16p do thi dudng di va dd thi chu trinh s&
hitu dd thi tai cAu hinh k-thdong tri Eulerian (nhu da dudc thiét 14p tai Pinh ly

3.7) déu thudc pham vi biéu dién clia cic do thi thong tri tot.

Mot trong nhiing phuong thiic kién tao do6 thi théng tri tot dién hinh
chinh 12 cu tric do thi corona. P6i v6i mot dd thi G bat ky cé bac n > 2, dd
thi corona G o K dugc hinh thanh thdng qua viéc bo sung mot dinh bac mot
(dinh treo) tuong ung ké v6i mdi dinh clia G. Theo két qué nghién ctu clia
Anderson va cong su (2021)[3], dd thi corona ctia mdt do thi bt ky ludn bao
toan tinh chit théng tri tét. Cu thé, do dic thi moi tap thong tri cuc tiéu bat
budc phai bao ham ding mot dau muit ctia mdi canh treo, hé qua truc tiép thu
dugclay(Go K1) =I'(G o K;y) = n.

Su tuong quan giita ciu tric corona va dic tinh Eulerian ctia do thi tai
cau hinh D, (G o K1) dudc cu thé héa thong qua dinh ly dudi day:

Dinh ly 3.12. Xét do thi G bdc n > 2 va sé nguyén k théa man diéu kién
n < k < 2n. DO thi tdi cdu hinh Dy,(G o K1) la do thi Eulerian khi va chi khi

n la so chanva k =n -+ 1.

Chiing minh. Gia st S 12 mot tap thdng tri cuc tiéu ctia do thi corona G o K.
Theo tinh chét ctia cAu triic corona, tip S bat budc phéi chifa diing mot trong

hai diu mit ctia mbi canh treo, do d6 Ivc lugng ctia né 1a |S| = n.

V6i k > n, xét dinh s tuong ting véi tap S trong do thi tdi cAu hinh
Dy (G o K;). Do S 1a tap thdng tri cuc tiéu, ta khong thé x6a bat ky dinh nao
khéi S. Ngudc lai, ta c6 thé thém vao S bat ky dinh nio trong s6 cac dinh
con lai ctia do thi. Vi tdng sb dinh ctia dd thi corona 1a |V (G o K;)| = 2n, sb
cach thém dinh hogp 1¢ ding bang 2n — n = n. Do d6, bic cta dinh s trong
Di.(G o K;) bang n. Pinh s dat bac chin khi va chi khi tham s6 n 14 mot s6

chan.

Bay gi0, gid st n 1a s6 chdn. Xét mot tap thong tri S = S U {v} vé6i
v € V(GoKy)\ S batky (lyc lugng |S’| = n+ 1). Do tap S ban dau da chia

ding mot dau mit cia mbi canh treo, nén tip S’ md rong sé chifa dong thoi
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ca hai dau mut cda duy nhat mot canh treo nao do, ky hiéu la uv.

e Néu k = n + 1: Xét dinh s’ tuong ting véi tp S’ trong dd thi D,,,1(G o
K1). Do gi6i han kich thudc t6i da l1a k& = n + 1, ta hoan toan khong
thé thuc hién phép thém dinh vao S’. D6i véi phép xo6a dinh, viéc loai
bd di mot trong hai phan ti thudc tap {u, v} khoi S’ van dam bio duy
tri tinh théng tri trén dd thi (c6 2 cich xda), trong khi viéc loai bod bat
ky dinh w ¢ {u, v} nao khac sé lam mat tinh thong tri ctia tap hop (0
cach x6a). Tur d6 suy ra bac clia dinh s trong do thi D,,, (G o K1) ding
bing 2 (1a s6 chin). Vi moi dinh trong D, (G o K;) déu c6 bac chin

va do thi lién thong, nén do thi nay dat tinh Eulerian khi n chan.

e Néu k > n+1: Xétdinh s’ tuong tng véi tip S’ trong do thi Dy, (GoK;).
Ngoai 2 cdch x6a dinh {u, v} néu trén, ta con c6 thé thuc hién phép
thém mot dinh bat ky trong s6 2n — (n + 1) = n — 1 dinh con lai ngoai
tap vao S’ ma van duy tri tinh théng tri. Khi d6, bac ctia dinh s’ dudgc
xéac dinh bang:

d)=24+n—-1)=n+1

Vi n 1a s6 chan nén n + 1 1&. Su xuit hién cta dinh bac 1& nay da triét
tiéu tinh Eulerian ctia do thi Dy(G o K;) v6i moi k > n + 1.

[]

Mic di viéc xac 1ap mot dic trung ddy di cho cdc dd thi thong tri tot
chita chu trinh 18 vAn dang 12 mot bai toan md trong ly thuyét do thi hién dai,
cac cong trinh gan ddy ciia Anderson va cdng su (2021)[3] di cung cap nhiing
tién trién hoc thuat quan trong. Dbi véi cdc do thi thdng tri tbt chiia chu trinh
18, hién chua c6 dic trung day di. Bai bao [9] chi ra mot s6 vi du c6 do thi téi
cu hinh Eulerian véi céac gia tri tham sb cu thé, nhu C7, mot sd do thi day da
va dd thi tiéc cocktail. Viéc dic trung 16p do thi thong tri tot chifa chu trinh

1€ ¢6 Dy (G) Eulerian van 1a mot ciu hoi md.
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Két luan

Trong khéa luan nay, chiing toi tip trung tim hiéu, dién gii va hé thdng
héa céc dic diém cAu tric cling nhu tinh chat Eulerian cta dd thi tai cAu hinh
cac tap théng tri dua trén cong trinh cia M.E. Messinger va Amanda Porter
[9]. Pay 12 mot huéng tiép can dic sac trong ly thuyét dd thi tdi ciu hinh,
chuyén trong tAm tif c4c bai toan truyén thdng nhu tinh lién thong (connectiv-
ity) hay tinh Hamilton sang vi€c phan tich bac cia cac dinh trong khong gian
101 giai.

Noi dung hé théng héa cbt 16i ctia khda luan bao gdm:

« Heé thong hoéa 1y thuyét vé tai ciu tric tip thong tri: Dién giai chi
tiét co ché tai ciu hinh dua trén quy tic thay thé tiing dinh don 1, dong
thdi 1am 6 vai tro quyét dinh ctia tham sb & ddi véi cau tric hinh hoc
ctia do thi Dy(G).

« Phan tich tinh Eulerian cho truong hep tong quat (x = n): Dua
trén dinh 1y nén tang vé tinh 1& ctia sd luong cac tap thong tri, khoa
luan trinh bay lai mot cach tudng minh cAu tric chiing minh chit ché
rang dbi v6i dd thi gbc G lién thong, do thi thong tri D(G) 12 mot do
thi Eulerian khi va chi khi G 1a d6 thi tiéc cocktail v6i s6 dinh n chin

van > 4.

« Heé thong héa trén cdc 16p do thi diic biét véi k& han ché: Khao st
chi tiét va 1am r6 cac diéu kién can va dii d€ d6 thi tai cAu hinh k-thong
tri ctia cac 16p dd thi duong thang (P,), chu trinh (C,,), d thi diy du
(K,,) va dd thi hai phia day du (K0 tr6 thanh dd thi Eulerian.

« Tim hi€u phan mé réng cho do thi Corona va do thi thong tri tot:
Dién gidi su tuong quan gilfa cau tric bac ctia do thi hat gidng va tinh
chan 1€ clia bac dinh trong dd thi tdi cAu hinh, cu thé 1 trén 16p do thi
Corona GG o K.
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Mic du di danh nhiéu tAm huyét d€ doc hiéu va chuyén ngit, dién gidi
lai cdc chiing minh todn hoc mdt cach chi tiét nhét, nhung do han ché vé mit
kién thtic va thoi gian, khéa luan chic chin khong tranh khoi nhiing thiéu st
trong dién dat. Rit mong nhan dudc su déng gép va chi bao quy bau tir quy
thay co trong Hoi dong cung cac ban sinh vién dé noi dung khéa luan dugc

hoan thién hon.
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