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• Tính câu điểm cao nhất

• Trình bày lời giải vào các khoảng trống sau đề bài. Sử dụng mặt sau nếu thiếu khoảng
trống.

• Không sử dụng tài liệu. Không trao đổi, bàn bạc khi làm bài.

Họ và Tên:

Mã Sinh Viên: Lớp:

Câu: 1 2 3 4 Tổng

Điểm tối đa: 10 10 10 10 40

Điểm:

1. (10 điểm) Giả sử G và H là các đơn đồ thị thỏa mãn G ' H. Chứng minh rằng G ' H.

Lời giải: Do G ' H, tồn tại một song ánh f : V (G) → V (H) thỏa mãn điều kiện uv ∈ E(G)
khi và chỉ khi f(u)f(v) ∈ E(H) với mọi cặp đỉnh u, v ∈ V (G). Theo định nghĩa, V (G) = V (G)
và V (H) = V (H), do đó f : V (G) → V (H) là một song ánh. Thêm vào đó, với mọi cặp đỉnh
u, v ∈ V (G), ta có

uv ∈ E(G)⇔ uv /∈ E(G) Định nghĩa đồ thị bù
⇔ f(u)f(v) /∈ E(H) G ' H

⇔ f(u)f(v) ∈ E(H) Định nghĩa đồ thị bù

Do đó, G ' H.

2. (10 điểm) Một đơn đồ thị G được gọi là tự bù (self-complementary) nếu G ' G.

(a) Chứng minh rằng đồ thị sau là một đồ thị tự bù

v1

v2 v3

v4

(b) Tìm một đồ thị tự bù có 5 đỉnh.



Lời giải:

(a) Ta định nghĩa một song ánh f : V (G)→ V (G) như sau: f(v1) = v2, f(v2) = v4, f(v3) = v1,
và f(v4) = v3.

G

v1

v2 v3

v4

G

f(v2)f(v3)

f(v4)f(v1)

Dễ thấy với mọi cặp đỉnh vi, vj (1 ≤ i < j ≤ 4), ta có vivj ∈ E(G) khi và chỉ khi f(vi)f(vj) ∈
E(G). (Có thể kiểm tra từng cặp một.) Do đó, G ' G, hay G là một đồ thị tự bù.

(b) Đồ thị C5 là một đồ thị tự bù có 5 đỉnh.

C5 C5

Để thấy điều này, theo định nghĩa, nếu G là một đồ thị tự bù gồm n đỉnh thì do G ' G,
ta có |E(G)| = |E(Kn)|/2 = n(n − 1)/4. Do đó, một đồ thị tự bù có 5 đỉnh thì cần có
5(5− 1)/4 = 5 cạnh. C5 là một đồ thị thỏa mãn điều kiện trên.

Một đồ thị khác thỏa mãn điều kiện trên là đồ thị sau:

3. (10 điểm) Cho G = (V,E) là một đồ thị có hướng. Một đỉnh w ∈ V được gọi là hướng tới được
(reachable) từ đỉnh v ∈ V (G) nếu tồn tại một đường đi có hướng từ v đến w. Hai đỉnh v, w là lẫn
nhau hướng tới được (mutually reachable) nếu như w hướng tới được từ v và v hướng tới được từ w.

(a) Chứng minh rằng nếu u, v là lẫn nhau hướng tới được và v, w là lẫn nhau hướng tới được thì
u,w là lẫn nhau hướng tới được.



(b) Sử dụng phần (a), chứng minh rằng nếu H và K lần lượt là các thành phần liên thông mạnh
chứa u và v thì H = K hoặc H và K không có đỉnh chung, trong đó u, v là các đỉnh bất kỳ.

Lời giải:

(a) Do u, v là lẫn nhau hướng tới được, tồn tại một đường đi có hướng P (u, v) từ u đến v và
một đường đi có hướng P (v, u) từ v đến u. Tương tự, do v, w là lẫn nhau hướng tới được,
tồn tại một đường đi có hướng P (v, w) từ v đến w và một đường đi có hướng P (w, v) từ w
đến v. Các đường đi P (u, v) và P (v, w) tạo thành một đường đi có hướng từ u đến w qua
v. Các đường đi P (w, v) và P (v, u) tạo thành một đường đi có hướng từ w đến u qua v. Do
đó, u,w là lẫn nhau hướng tới được.

(b) Ta chứng minh nếu H 6= K thì H và K không có đỉnh chung. Theo định nghĩa, trong một
thành phần liên thông mạnh, hai đỉnh bất kỳ x và y là lẫn nhau hướng tới được. Ta sử dụng
phương pháp phản chứng. Giả sử rằng H 6= K và H và K có một đỉnh chung w.

Trước tiên, do H 6= K, H ∪K thực sự chứa cả H và K.

Ta chứng minh H ∪K là một thành phần liên thông của G bằng cách chỉ ra với mỗi cặp
đỉnh u, v bất kỳ thuộc H ∪K, u và v là lẫn nhau hướng tới được.

• Nếu u, v cùng thuộc H hoặc cùng thuộc K thì hiển nhiên theo định nghĩa của thành
phần liên thông mạnh, u và v là lẫn nhau hướng tới được.

• Trường hợp còn lại là u thuộc H và v thuộc K. Do H là thành một phần liên thông
mạnh và H chứa cả u và w, ta có u,w là lẫn nhau hướng tới được. Tương tự, w và v
là lẫn nhau hướng tới được. Do đó, u và v là lẫn nhau hướng tới được.

Do đó, H ∪K là một thành phần liên thông mạnh của G.

Ta đã chứng minh H ∪K là một thành phần liên thông mạnh của G thực sự chứa cả H và
K. Điều này mâu thuẫn với giả thiết H và K là hai thành phần liên thông mạnh của G.

4. (10 điểm) Chứng minh rằng mỗi đồ thị sau không có đỉnh cắt

(a) Cn với n ≥ 3

(b) Wn với n ≥ 3

Lời giải:

(a) Giả sử V (Cn) = {v0, . . . , vn−1} và E(Cn) = {v0v1, . . . , vn−2vn−1, vn−1v0} với n ≥ 3. Ta
chứng minh với mọi i ∈ {0, . . . , n − 1}, đồ thị Cn − vi là đồ thị liên thông. Thật vậy, với
mọi cặp đỉnh vj , vk ∈ V (Cn − vi), trong đó j, k ∈ {0, . . . , n − 1} \ {i} và j < k, một đường
đi giữa vj và vk là vk = vk mod n, v(k+1) mod n, . . . , v(k+(n−k+j)) mod n = vj nếu i < k và là
vj = vj mod n, v(j+1) mod n, . . . , v(j+(k−j)) mod n = vk nếu i > k.

Ta đã chỉ ra với mọi đỉnh v ∈ V (Cn), các đồ thị Cn và Cn − v đều có chính xác một thành
phần liên thông. Do đó, Cn không có đỉnh cắt.

(b) Giả sử V (Wn) = {v0, v1, . . . , vn−1} ∪ {w} và E(Wn) = {v0v1, . . . , vn−2vn−1, vn−1v0} ∪
{wv0, wv1, . . . , wvn−1} với n ≥ 3. Đồ thịWn−vi là đồ thị liên thông với mọi i ∈ {0, . . . , n−1}
do với mọi cặp đỉnh vj , vk ∈ V (Cn − vi), trong đó j, k ∈ {0, . . . , n− 1} \ {i}, một đường đi
giữa vj và vk là vj , w, vk. Thêm vào đó, đồ thị Wn − w là Cn và do đó cũng là đồ thị liên
thông, do với mỗi cặp đỉnh vj , vk ∈ V (Cn), trong đó j, k ∈ {0, . . . , n− 1} \ {i} và j < k, một
đường đi giữa vj và vk là vj = vj mod n, v(j+1) mod n, . . . , vk mod n = vk.

Ta đã chỉ ra với mọi đỉnh v ∈ V (Wn), các đồ thị Wn và Wn− v đều có chính xác một thành
phần liên thông. Do đó, Wn không có đỉnh cắt.


