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Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc



Gidi thiéu

Dinh nghta dé thi va mét s6 vi du

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc
m M6t db thi (graph) G bao gdbm mdt tap cac dinh (vertex) v
hodc nut (node) V va mot tap cach canh E nbi cac (cap) i ST
dinh véi nhau
m Ky hiéu G = (V, E) ]
m Céc ky hiéu V(@) va E(G) ciing dugc st dung dé chi cac
tap dinh va canh cia mét do thi G
m Biéu dién hinh hoc cla db thi:
m Céc dinh dugc biéu dién bang céc vong tron nhd
] M6i canh v huéng dudc biéu dién bing mét doan thang
noi hai dinh o )
m Mdi canh cé huéng duogc biéu dién bang mét mi tén ndi hai
dinh
m C6 nhiéu thuat ngit khac nhau va thuding khong théng
nhat
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Gidi thiéu

Dinh nghta dé thi va mét s6 vi du

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

vidy

hitu han va 1a do thi vé han (infinite graph) néu V 1a tap vo Binh ng

han. Chung ta chi dé cap dén cac db thi hitu han R
m G = (0,0) dugc goi la do thi réng (null graph) o
m Trong nhiéu trudng hop, viéc coi G = (0, 0) la db thi hay Ghep cap i
khéng phu thudc vao ngit cdnh [Harary and Read 1973]
m Trong nhiéu trudng hap, thuat nglr do thi réng (empty .
graph hodc edgeless graph) dugc st dung dé chi do thi e
G = (V,0) cd it nhat mot dinh (|V| > 1) nhung khéng ¢ '
canh
m Thong thuong, trir trudng hop dac biét, ta ludn gid thiét
mét do thi ¢é it nhat mét dinh

m G dudc goi la do thi hitu han (finite graph) néu V 1 tap Ol gt ¢ v ot
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Gidi thiéu

Dinh nghia dé thi va mot s6 vi du

VGi mét tap V', goi [V 1a tap hop tat cé cdc tép con k phan tir
cua V. (N6i cach khac, [V]* 1a tap hgp tat ca céc to hop chap k
cta V)

1 D6 thi vé huéng | .

M6t do thi vé hudng (undirected graph) G = (V, E) bao gém
mot tap khac réng V gdém céc dinh (vertex) (hodc niit (node)),
va mét tap E C [V]? gbém céch canh vé hudng (undirected
edge).

Mbi canh ¢ = uv € E (hodc e = {u,v} € E) ¢6 hai dinh phan
biét u # v 1a cac ddu mdt (endpoint) cla e. Ta néi cac dinh u,
v la lién ké (adjacent) trong d6 thi G, va canh e goi la canh /ién

thudc (incident) véi cac dinh u, v

78

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Dinh nghia db thi va mot s&
vidy
Binh nghia va khai niém




Gidi thiéu

Dinh nghia dé thi va mot s6 vi du

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

DBinh nghia d6 thi va mot sb
vidy

Pinh nghta va khai niém

A D6 thi co huéng

Mot do thi 6 hudng (directed graph hodc digraph) G = (V, E)

Gidi thiéu

bao gdbm mét tap khac réng V gdm céc dinh (vertex) (hoac
nut (node)) va mot tap E C V x V gbm céc canh ¢cé hudng

(directed edge) (hoac cung (arc)). oo i
Mbi canh ¢ hudng (u,v) € E c6 mét dinh dau (start vertex Ve v e s

Su déing cAu giita cac db

hodc tail vertex) u va mét dinh cudi (end vertex hodc head "
vertex) v

J

Budng di

ng trong d thi vé

Dém s6 duting di gitra cac
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Gidi thiéu

Dinh nghta dé thi va mét s6 vi du

Canh Canh song song Khuyén
u v u v u
u v u v u

Hinh: Mét sb loai canh trong dé thi

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Dinh nghia db thi va mot s&
vidy

78



Gidi thiéu

Dinh nghta dé thi va mét s6 vi du

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Loai Canh | C6 canh song song? | C6 khuyén? oy nofia 60t v mt 0
1 Bon do thi v huéng V6 hudéng Khéng Khéng
2 Da db thj vé huéng Vo hudng Co Khong
3 | Dadd thi vo hudng cé khuyén | V6 hudng Cé Cé
4 DA thi c6 hudng C6 hudng Khéng Cé
5 Don dé thj cé huéng C6 huéng Khéng Khoéng
6 Da dé thi c6 huéng C6 huéng Cé Khéng'
7 | Pa db thi c6 hudng va cé khuyén | C6 huéng Cé Cé
8 D6 thj hén hop C4 hai Cé Cé

m Dinh nghia da db thi c6 hudng khac véi dinh nghia trong
[Rosen 2012]
m Ch{ yéu quan tam dén céc db thi sau:
m don dd thi vo huéng (simple, undirected graph)
m do thi c6 hudng (directed graph hoac digraph)

TKhéc véi phan loai trong [Rosen 2012] 78



Gidi thiéu

Dinh nghia dé thi va mot s6 vi du

, A A , i i Ly thuyét do thi |
Vidu 1 (Baon do thi vo hudng (simple undirected Hoang Anh Bic
graph))

o Dinh nghia db thi va mot s&
vidy
V — {'Ul7 /UQ, U3, U4} Dinh nghta va khai niém
D0 thi méi tir do thi cli
E — {U1U2’ vlv47 021}3, ’[)2’04} M6t so don do thi dac biét
Gidi thiéu
hép cap tr thi
U1 U2
Ma trén lién thuéc
Buong di
U4 1)3 \‘:‘v théng trong dé thi vo

ong do thi cé

Hinh: Chi ¢6 cac canh vé huding; c6 nhiéu nhat mét canh ni hai dinh
phéan biét bat ky; va khéng cé khuyén (loop)
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Gidi thiéu

Dinh nghia dé thi va mot s6 vi du

Ly thuyét dé thi |
Vi du 2 (D6 thi cé hudng (va cé khuyén) (directed
graph (with loops)))

V = {v17v2’y37v4} D6 thi m

E = {(v1,v2), (v2,v2), (v2,03), (v2,v4), (va,01), (va,v2) } B

U1

Vg U3

Hinh: Chi ¢6 céc canh cd hudng; c6 nhiéu nhat mét canh cé hudng
noi tr mét dinh bat ky sang mot dinh khac bat ky; va cé khuyén
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Gidi thiéu

Dinh nghia dé thi va mot s6 vi du

\ . , , . . Ly thuyét dé thi |

Vi du 3 (Ban dé thi cé hudng (simple directed Hong Anh Biic
graph)) @ Dinh nghia dé thi va mot s6

V = {vy, v2, 3,04} Binh ngha v ki

E = {(v1,v2), (v2,v3), (v2,v4), (v, 1), (vs,v2) }

U1 ()]

Danh séch ké
Ma tran

Ma trén lién thudc

thi

(2 Vs Budng di

Lién théng trong db thi vo
NG

Hinh: Chi ¢6 cac canh ¢d hudng; ¢6 nhiéu nhat mét canh c6 hudng e
noi tr moét dinh bat ky sang mét dinh khéc bat ky; va khdng co khuyén

78



Gidi thiéu

Dinh nghta dé thi va mét s6 vi du

Vi du 4 (Pa db thi vd huéng (undirected multigraph)) Ly thoybr 68 i |

Hoang Anh Buc
V = {v1, 02,03, v4}
Binh nghia d6 thi va mot sb
E = {v1vg, v1v4, 0203, Vo4 } e

Pinh nghta va khai niém

m(vive) = 2, m(vovg) = 3
m(v1vg) = m(vaug) = 1

1 V2
Danh séach ké
Ma tran
Ma trar 1 thudc
U ng gilra cac
thi
Budng di
Lién théng trong dé thi v
R

V4 (% ie ong db thi c6
"

Hinh: Chi ¢6 céc canh vé huding; c6 thé ¢ nhiéu canh néi giita hai
dinh bat ky; va khéng c6 khuyén "



Gidi thiéu

Dinh nghia dé thi va mot s6 vi du

Ly thuyét dé thi |

Vidu 5 (Pa dd thi vd huéng cé khuyén (undirected
pseudograph))

Hoang Anh Buc

Dinh nghia db thi va mot s&

V= {’1}1,1)2,1)371}4} vidy

Pinh nghta va khai niém

E = {v1v2, v104, 0203, V204, Va1 } B8 thir
m(vivg) = 2, m(vqug) = 3
m(v1vy) = m(vavy) = m(vg,v4) =1

U1 U2
Danh sach ké
Ma tran
Ma trén lién thudc

thi

Puong di

V4 Vs Lién thong trong d thi v

ong do thi cé

Hinh: Chi ¢6 céc canh vé huding; c6 thé cé nhiéu canh néi giita hai
dinh bt ky; va cd khuyén (c6 thé c¢é nhiéu khuyén tai mét dinh) ,B



Gidi thiéu

Dinh nghta dé thi va mét s6 vi du

, N . , , . . Ly thuyét dé thi |

Vi du 6 (Pa dob thi co hudng (directed multigraph)) Hoang Anh Bic
V= {Ula V2, V3, U4} Binh nghia dd thi va mot s

E = {(v1,0), (v2,03), (v, v0), (04, 01), (04, v2)}

m(vy, v2) = m(vy, v3) = m(vy,vg) = m(vg,v1) = 1
m(vy,ve) =2

U1 [ Ghép cap trong b thi
V4 U3
Hinh: Chi ¢6 céc canh c¢d hudng; cé thé cé nhiéu canh nbi gilra hai ST
dinh bat ky; va khéng co khuyén (khac véi dinh nghia trong sach clia v )
Rosen) imsbasngao
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Gidi thiéu

Dinh nghia dé thi va mot s6 vi du

Vi du 7 (Pa dd thi cé hudng va cé khuyén (directed Hoing A D
pseudograph))

@ Dinh nghia db thi va mot s&
vidy

Pinh nghta va khai niém

V= {U1,U2,U3,U4}

E= {(Uh UZ)? (UQv 1)2)7 (1)27 1)3)7 (UZ’ U4)7 (7-’47 1)1), (U47 UQ)}

m(v1,v2) = m(v2, v2) = m(v2, v3) = m(va,va) = m(va, v1) = 1 o
m(v4,v2) =2 Ghép cap trong dd th
U1
Danh séach ké
Ma tran
Ma trén lién thudc
U ng gilra cac
thi
V4 U3 Puong di

Lién théng trong db thi v
NG

ong do thi cé

Hinh: Chi ¢6 cac canh c6 huding; ¢6 thé ¢6 nhiéu canh nbi gitra hai
dinh bat ky; va cd khuyén (cé thé c¢é nhiéu khuyén tai mét dinh)

78



Gidi thiéu

Dinh nghia va khai niém

Cho G = (V, E) la mc}t 66 thi vO hu’dng Ly thuyét do th |
m Tap hop céc dinh k& véi dinh v clia G, ky hiéu N (v), dudc
goi 1a t4p lang giéng (neighborhood) clia v.
m Vi mot tap cac dinh A C V, ta ky hiéu N (A) dé chi tap
cdc dinh lién ké véi it nhat mot dinh trong A. N6i cach
khac, N(4) = | J N(v)
vEA
m Béc (degree) clia mot dinh v, ky hiéu deg(v), 1a sb canh
cla G lién thudc véi dinh dé. Mot khuyén tai dinh v (mot
canh néi v véi chinh né) déng gép 2 vao bac clia v

Vidu 8 ) .
| N(’Ul) {’02,114} ! :
N(vg) = {v1,v3,v4},
N(v3) = {v2},
N(U4) { 1,7)2,’1}4}
m deg(v1) = deg(vz) =3, v s

)
deg(vg) = 6, deg(vq) =4
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Gidi thiéu

Dinh nghia va khai niém

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Mot dinh bac 0 dugc goi la mét dinh cé Idp (isolated vertex)

m Mot dinh bac 1 dugdc goi la mét dinh treo (pendant vertex)

m C6 thé thém tén dd thj vao cac ky higu dé nhan manh do
thi dang xét: vi du, degG( ) 1a bac ctia dinh v trong do thi

G, Ng(v) latap Iang giéng cla v trong do thi G, va Ng(A)
la tap lang giéng clia A trong db thi G, v.v.

,-‘ Chuy

Thudng c¢é sy nham 1an rang deg( ). = |N(v)| v6i moi dinh v
trong mot do thi vé hudng G. Chu y rang diéu nay khong diing
trong truong hgp G co khuyén hodc canh song song. Néi cach
khac, deg(v) = |N(v)| v6i moi dinh v trong G khi G 1a don dé
thi vé hudng

Binh nghia va khai nigm
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Gidi thiéu

Dinh nghfa va khai niém

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Dinh ly 1: Dinh ly bat tay (Handshaking Lemma)

Cho G = (V. E) Ia mét dé thi vé hudng. Ta c6 i
21E| =) deg(v)
veV it

Chung minh.
m Vi mbi canh e = wv € E, e dugc dém chinh xac hai 1an
trong » _ deg(v): mdt Ian trong deg(u) va mét lan trong

veV
deg(v)
m Do dd, ca hai vé clia dang thirc trén déu bang hai lan sb
canh cla G

78



Gidi thiéu

Dinh nghia va khai niém

Ly thuyét dé thi |

Hoang Anh Buc

Dinh Iy 2 ]

Mot dé thi vé hudng cé mét sb6 chan céc dinh cé bac 1é -
Chung minh. (%) rniaasiiom

D6 thi mdi

m Goi V; la tap céc dinh bac chan va V; la tap céc dinh bac
1& trong d0 thi vé hudng G = (V, E) e

mTaco2(E| =) deg(v) = Y _ deg(v)+ Y deg(v)

veV veVy veVs o
n Z deg(v) 12 mot sb chin, vi V3 12 tap tht ca cac dinh co e
veVy o
bac chan
= Do dé, Z deg(v) la mot sb chén, do 2m va Z deg(v) ‘
veEV veEV] e ol

déu la sé chan o
m Do V; 1a tap cac dinh bac 18, dé Z deg(v) chan, can phai

veEVa
c6 mdt sO chan céac dinh béc 1é

78



Gidi thiéu

Dinh nghia va khai niém

Vidu9
C6 bao nhiéu canh trong mét dé thi vé huéng cé 10 dinh, méi
dinh c6 bac 6?

Vidu 10
Néu mot db thi vé huéng cé 5 dinh thi liéu méi dinh c6 thé cé
bac 3 hay khéng?

Bai tap 1

Cho G la mét db thi vé hudng cé n dinh va m canh. Goi A(G)
va §(G) 1an luot 1a bac 16n nhat va nhd nhat cia mét dinh cla
G. Chiing minh rang §(G) < 2m/n < A(G)

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Q Binh nghia va khai nigm

78



Gidi thiéu

Dinh nghia va khai niém

Ly thuyét dé thi |
Cho G = (V, E) 1a mdt dé thi ¢6 hudng
m Béc vao (in-degree) clia mét dinh v, ky hiéu deg™ (v) la s6
cac canh c6 dinh cuoi (tail vertex) 1a v (20) o ngtiava ks i
m B4c ra (out-degree) clia mét dinh v, ky hiéu deg™ (v) la sb
cac canh cé dinh dau (head vertex) la v

m Mot khuyén & dinh v déng gdp 1 vao béac vao va 1 vao bac

ra clia v
Vidu 11

B deg™ (v1) =deg™ (v3) =
deg™ (va) =1,
deg™ (v2) =4

m deg® (1) = 1,
deg™ (vg) = deg™ (vg) =3,
deg™ (v3) =0
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Gidi thiéu

Dinh nghfa va khai niém

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

d6 thi va mot sb

Dinh nghia
vidu

Pinh Iy 3
Cho G = (V, E) la mét dé thj cé hudng. Ta cé 06 im0 1
B[ = deg™ () = Y deg*(v)

veV veV

Danh séch ké

Ma trén k

Ma trén lién thudc

Chiing minh. :
m Mbi canh ¢6 hudng e = (u,v) € E déng gép 1 vao deg™ (v)
va 1 vao deg* (u), Vi u,v € V
m Do do6, |E| = t6ng céc bac vao = tng cac bac ra

78



Gidi thiéu

D4 thi méi tir db thi ci

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Cho don db thi vo huéng G = (V, E) B gtia 6 v m

m H = (W,F)lamt do thj con (subgraph) clia G (hay G sbtimoits dica
chita H), ky hieu H C G, néu W C V va F C E. Néu
W =V thi H dugc goi la do thi con bao trum (spanning S i
subgraph) clia G Grepespeng el

B H=(WF)lamot do z‘h_i,con thu'c su (proper subgraph)
claG,ky hieu H c G,néuH CG,vaW c Vhoac F Cc E

m H = (W,F)lamét dé thi con cam sinh (induced subgraph) Sitdéng cdu ida cdc
cla G néu H C G va véi moi cap dinh u,v € W, uv € F
khi va chi khi uv € E. Ta cling n6i H la db thj con cla G
cam sinh boi W va viet H = G[W]
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Gidi thiéu

D4 thi méi tir db thi ci

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Vidu12

U1 U1 U1
DA thi méi tir @ thj cii

Vs U3 U3

G H, H,

Hinh: H; 1a d§ thi con thuc sy va 1a dd thi con bao trum cla G nhu’ng
khéng phai do thi con cam sinh. H 1a do thi con thyc sy va la do thi
con cam sinh clia G nhung khdng phai do thi con bao trum

78



Gidi thiéu

D4 thi méi tir db thi ci

Ly thuyét dé thi |
Cho don d6 thi G = (V, E) vo hudng va cac tap V/ C V va Hozng Ann Bic
E'CE
m D4 thi G — V'’ 1a d6 thi thu dudc bang cach xda cdc dinh
trong V' va cdc canh lién thuc voi chung. V&i mot dinh (24) ot vimasas wics
ve V' taviet G — v thay vi G — {v}
m DO thi G — £’ 1a d6 thi thu dugc bang cach xda cdc canh
trong E'. VGi mét canh e € E’, ta viet G — e thay vi G — {e}

1 vy vy

Us Vo  Us (%) Uy ()

U3 3

78



Gidi thiéu

D4 thi méi tir db thi ci

Ly thuyét dé thi |

Cho don d6 thi vé hudng G = (V, E) ot A ot
m D6 thj bu (complement graph) clia G, ky hiéu G = (V, E),
la do thi cé tap dinh V = V va tp canh
E=[V]?\E={uw|uveVvauw ¢ E}
m G 1a db thi thu dugc tir G bang céach xda cdc canh trong E
va thém cac canh trong E = [V)> \ E

DA thi méi tir @ thj cii

U1 U1

U2 Vg U2 U6

U3 Us U3 Us

Uy Uy

78



Gidi thiéu

D4 thi méi tir db thi ci

Cho don dé thi G = (V, E) vd huéng va tap B/ C [V]*\ E N,
m DO thi G + E' la d6 thi thu dugc bang cach thém cdc canh
trong E'. Vi f € E', taviét G + f thay vi G + {f}
m DO thi (/e 1a d6 thi thu dugc bang phép co (contraction)
canhe=wv e E
m gop hai dinh u, v thanh mét diph mdi z, cac canh ké vdi u va
ké véi v chuyén thanh canh ké véi «
m xo6a cac khuyén tao thanh sau phép gop
m gilr lai mét canh duy nhat trong s6 cac canh song song

@ DA thi méi tir @ thj cii

(] U1

V3 U3

G G + V102

78



Gidi thiéu

Mbt sb don db thi dic biét

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Db thi dy du |

Do thi day du (comp/ete graph)n dmh ky hiéu K,,, 1a mét don -
d6 thi chira duing mét canh néi méi cap dinh phan biét. ot e i

Cu thé, V(K,,) = {v1,...,v,} va B(K,,) = {vw; |1 <i<j <
n}

Gidi thiéu

Danh séch ké
Ma tran

Ma trén lién thudc

O OO0 c&) %

78




Gidi thiéu

Mbt sb don db thi dic biét

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Chu trinh Dinh nghia 6 th v mot sb

duy

Mét chu trinh (cycle) n dinh véi n > 3, ky hiéu C,,, la mot dd

thi v6i tap dinh V(C,,) = {v1,va, ..., v, } vatap canh E(C,,) = | (s) wrstoomatmescva
{vivig1 |1 <i<n -1} U{v,v1}

Danh séch ké
Ma tran k
gz Ma trén lién thudc
Su dang cau gilia cac do
thi
én théng trong dé thi vé
L
i ong db thi c6
Cs Cs uding di va sy dang ca
&m sb dudng di giiia cac

78

Cy Cy




Gidi thiéu

Mbt sb don db thi dic biét

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Do thi banh xe .

M6t db thi banh xe (wheel) gbm n + 1 dinh véi n > 3, ky hiéu das
W, 1a mot d6 thi thu dugc bang cach thém mét dinh mai vao [ M oo
C,, va nbi dinh d6 véi moi dinh clia C,, bing cac canh méi. | & "o
CU thé! V(Wn) = {vla v ,’Un} @] {U)} (U) ¢ {’Ul, 000 ,’Un}) Vé ‘ hig.
EW,) ={vwip1 |1 <i<n—1}U{v,v }U{wy; |1 <4 < n}l S

Danh séch ké
Ma tran

Ma trén lién thudc

thi

Pudng di

Lién théng trong dé thi vo

ié ong do thi co
W, W, A We gon

78




Gidi thiéu

Mbt sb don db thi dic biét

Cac khéi 1 chiéu |

Mét khdi n chiéu (n-dimensional cube), ky hiéu Q,,, 13 mot dd
thi c6 2" dinh, méi dinh dugc biéu dién bang mot chudi nhi
phan do dai n, va hai dinh 1a lién ké khi va chi khi cac xau nhj
phan biéu dién chiing khac nhau ding mot bit

110 111

o Q2

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc




Gidi thiéu

Mbt sb don db thi dic biét

Bai tap 2

Vé cac db thi sau

(a) K7 (c) We
(b) C7 (d) Q4
Bai tap 3

Mét db thi dudc goi la dé thi chinh quy (reqular graph) néu céc
dinh clia db thi c6 cuing bac. Ta goi mot do thi la d-chinh quy
néu né la do thi chinh quy trong dé céc dinh cé cung bac d. Véi
cdc gid tri nao clia n thi cac db thi sau 1a db thi chinh quy?

(@) Kn (c) Wy

(b) Cn (d) @n

78

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

D6 thi mdi i el
Mét sb don db thi déc biét

3idi thiéu

Ma trér
Ma trén lién the



Pé thi hai phan

Gi6i thiéu

A B4 thi hai phn .

M6t don dé thi vé hudng G = (V, E) dudc goi la mét do thi hai
phan (bipartite graph) néu tdn taicactap Vs CVvaVy C V
thbaman Vv, #0, Vo 20, V = Vi UV, Vi NV, = 0, va mbi
canh cla G ndi mot dinh thudc V4 va mot dinh thudc Vs. Ta
clng ky hiéu G = (V1, V, E)

{Binh 1y 4 viduts
Cs la mot QO thi hai p_han

Mét don dé thi vé hudng G =
(V, E) ¢6 it nhat 2 dinh Ia mét
dé thi hai phan khi va chi khi
cé mét cdch t6 mau méi dinh
cla G bang hai mau sao cho
khéng ¢ hai dinh ké nhau
dugc té cung mau

78

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc




Pé thi hai phan

Gi6i thiéu

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Trong mot sb tai liéu, cac yéu cau V; # 0 va Vs # 0 khong
dugc dua ra trong dinh nghia cla db thi hai phan (Binh
nghia 1)

m Trong mot s6 tai liéu, Pinh ly 4 dugc st dung nhu [a dinh
nghia clia dé thi hai phan (Binh nghia 2): M6t d6 thi v
huéng G dudc goi la do thi hai phan néu tdn tai mot cach
t6 mau céc dinh clia G bang hai mau sao cho khong cé
hai dinh ké& nhau dugc t6 cing mau

m M6t dinh nghfa khéc clia d thi hai phan la nhu sau (Binh
nghia 3): Mot do thi v& hudng G duogc goi la mét dé thi hai
phan néu G khéng chifa chu trinh 18 nao. G day, mét chu
trinh 18 (odd cycle) la mét chu trinh ¢é sb dinh 14 mot sb 1é

Gidi thiéu

78



Pé thi hai phan

Gi6i thiéu

Ly thuyét dé thi |

Hoang Anh Buc

Cac dinh nghia khac nhau clia d6 thi hai phan déi khi la
nguyén nhan clia mét s6 mau thuan

Vi du, xét db thi G = (V, E) chi ¢c6 mét dinh duy nhét v va
khéng c6 canh nao (s¢) ciimies
m Theo hai dinh nghia dau tién, G khong phai la mét do thi
hai phan
m Theo Pinh nghia 1: Gi& sl G 1a db thj hai phan. Do Vi # 0,
#0,VinlVe=0,vaVv = V1UV2,taprha|c0|tnhat
ha| dinh phan biét, mau thuan vai gia thiét G chi cé mot
dinh duy nhét
m Theo Dinh nghia 2: Gia s G la dd thi hai phan. Do G chi c6
mét dinh duy nhat, khong thé t6 mau cdc dinh cla db thi
bang hai mau khac nhau sao cho khdng c¢é hai dinh ké
nhau dugc t cling mau, mau thuin véi Binh nghia 2
m Theo Dinh nghfa 3: G 1a mdt db thi hai phan vi G khong
chtra chu trinh nao 7



Pé thi hai phan

Gi6i thiéu

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Bai tap 4

Chiing minh K,, khéng 1a d6 thi hai phan véi moi n > 3. (Goi y:

S{t dung phuaong phap phan ching)

Baitap 5

(@) Chiing minh Binh ly 4

(b) SQ’ dung Dinh ly 4, hay kiém tra xem cac dd thi sau c6 phai
do thi hai phan hay khéng

a b b c b c

Gidi thiéu

G Gy BN

78



D6 thi hai phan

Gii thiéu

Ly thuyét dé thi |

Hoang Anh Buc

D6 thi hai phan day du

Mét dé thi hai phan ddy di (complete bipartite graph) 1a mot
dd thi hai phan G = (V4, Vs, E) thda man diéu kién véi moi
v; € Vi VA, € Vatachd vivy € E.Néu [Vi| = mva || = n,
ta ky hiéu dd thi G bang K, .

g trong dd thi vo

ong do thi cé

K3 Ks3
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Pé thi hai phan

Gi6i thiéu

Ly thuyét dé thi |

Bél tép6 Hoang Anh D
Céc db thi sau c6 bao nhiéu dinh va bao nhiéu canh? e
(@) Kn (@) K
(b) Cn o o
(c) Wy "
Baitap 7
Cho don db thi vo huéng G = (V, E) c6 n > 3 dinh. Goi
= (W, F) |a mét dé thi con clia G c¢6 it nhét hai dinh. Chiing
minh rang néu G 1& db thi hai phan thi H ciing 1a dé thi hai phan.
Nguoc lai, néu H 1a dé thi hai phan thi G cé la db thi hai phan hay
khong? Tai sao?
Bai tap 8
D6 thi W, c6 phai la dé thi hai phan véi moi n > 3 hay khéng? Tai
sao? (Goi y: S dung Bai tap 7 va Bai tap 4)
Bai tap 9
Mat dd thi dugc goi la dé thi chinh quy (regular graph) néu cac
dinh clia d thi c¢6 cting bac. Chitng minh rang néu mot db thi hai
phan G = (Vi, V,, E) & db thi chinh quy thi V3| = [Va]. .

Gidi thiéu



P6 thi hai phan

Ghép cap trong db thi

Cho G = (V, E) 1a mét don dé thi vé hudng SN,
m MGt ghép cap (matching) M trong G la mét tap con clia £
thoa man diéu kién khéng co hai canh nao trong M c6
cung mét dinh lién thudc. Néi cach khac, neu
wv, st € M C E thi {u,v} = {s,t} hoac {u,v} N {s,t} =0
m Mot ghép cap cuc dai (maximum matching) trong G la mot
ghép cap c6 so canh I6n nhat cé thé

Ghép cap trong db thi

M 1a mét ghép cip M’ 13 mdt ghép cdp cuc dai

78



P6 thi hai phan

Ghép cap trong db thi

Cho G = (V, E) la mét don d6 thj v6 hudng s
m Ta ndi rang mot tap canh W C E bao phii (cover) mot tap ?
dinh A C V néu véi moi dinh u € A, tén tai mét canh
e € W sao cho e lién thudc véi u, nghia la e = uv vdi dinh
v € V nao dé
m Trong mét db thi hai phan G = (V1, Vs, E), mét ghép cap
day di (complete matching) Gng véi Vi 1a mot ghép cap (5) oot
M' C E bao phi Vi, va mét ghép cap hoan hdo (perfect
matching) 1a mét ghép cdp M* C E bao phi V =V, UV,
Vi v Vi v

M la mét ghépl cap M’ 13 mdt ghép cip
bao phd V; bao pha V/ 78



P6 thi hai phan

Ghép cap trong db thi

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Dinh ly 5: Dinh ly Hall (Hall’s Marriage Theorem)

Cho G = (V1, Vi, E) la mét dé thj hai phan. Tén tai mot ghép
cdp M C E bao phu Vi khi va chi khi véi moi S C Vi, |S| <
[Na(S)]

Thda man diéu kién dinh ly Hall Vi pham diéu kién dinh ly Hall
VS C Vi S| < [Ne(S)| 38 C Vi [S] > [Na(9)|
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Pé thi hai phan

Ung dung: Bai toan ghép cap trong y khoa

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Bai toan phan bé sinh vién y khoa vao céc vi tri thuc tap
tai cac bénh vién & Hoa Ky
m Trudc ndm 1950: Qua trinh tuyén dung thuc tap hén loan,
thiéu hiéu qua
m Bénh vién canh tranh dé c6 dugc ting vién tot nhat (12) oot org
m Sinh vién budc phai quyét dinh qua sém trudc khi cé day du
thong tin
m Nhiéu trudng hop sinh vién va bénh vién déu khong hai long
véi két qua
m Nam 1952: Thanh Iap National Resident Matching
Program (NRMP), chuyén gidi quyét cac van dé lién quan
dén viéc phan phéi céc vi tri thuc tap

78



Pé thi hai phan

Ung dung: Bai toan ghép cap trong y khoa

Ly thuyét dé thi |

m M&i nam, céc bac s ndp mét danh sach thi tu cac bénh
vién ho muén nhan 16i 1am thuc tap, va méi bénh vién ndp
mot danh sach thi tu cac bac si ho mudn nhan lam thuc
tap

m NRPM tinh ra moét ghep cap glu’a cac béc si va cac bénh
vién thda man yéu cau vé tinh 6n dinh (stable)

m M6t ghép cap dugc goi la khdng 6n dinh (unstable) Néu €0 (=) e s
mot cdp bac si o va bénh vién B déu sé thda man khi
dugc ghép v6i nhau hon la vai cach ghép cap hién tai

m o dugc ghép Vvdi bénh vién A nao do, trong khi cé/anh ay
thich dén bénh vién B hon
m B dugc ghép vdi bac si 8 nao do, trong khi bénh vién thich
c6 « dén lam viéc hon
Trong truong hgp nay, chung ta goi cap («, B) la mot cap
khéng 6n dinh trong ghép cap.

m Muc tiéu cia NRPM la tim mét ghép cdp 6n dinh (stable
matching), nghia la mot ghép cdp khéng chiia bat ky cap
khéng 6n dinh nao

Hoang Anh Buc

78



P6 thi hai phan

Vi du: Ghép cép &n dinh

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Vi du 14 (Ghép cap 6n dinh)

Sinh vién va thir tv wu tién: Sinh vien Bénh vien |
W s hy > hy > hs @ 3 hq !r‘ml«‘.‘mh;“ b 1 g bi
W So: hyg > hy > hs \\~\ ,/”’ Si6i thigy
m sy hl > hg > hg ”’:<\\\\ @ Ghép cap trong db thi

Bénh vien va thi ty vutien: () ] S g
B hi:Sy > 81 > S3 H:m * thude
B Nyl S1 > 83> So - == - W

. - ~
W h3:s3 > S1 > So @ hs

Ghép cap 6n dinh: (s, /1), (s2,h). (s3,h3)
Ghép Cép kh6ng on dlnh (51, hg), (527 hl), (53, hg) E ‘,M," ,,‘ :‘ “
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P6 thi hai phan

Thuat toan Gale-Shapley

Ly thuyét dé thi |

m TU ndm 1952, NRMP da ap dung thuéat toan “Boston Pool”
dé phan cong cac thuc tap sinh (tén goi ndy la do né da
dugc sl dung trude dé bdi mot hiép hoi khu vue & ving
Boston)

m Nam 1962, David Gale va Lloyd Shapley phat trién thuat
todn ghép cap 6n dinh (stable matching algorithm) [Gale
and Shapley 1962] bang cach mé t& va phan tich chinh
thiic mot téng quat héa clia thuat todn Boston Pool va
chitng minh réng né tinh ra mét ghép cap 6n dinh

m Céc thuat toan tuong tu tir dé da dugc ap dung cho nhiéu
truding hop can ghép cip khac, bao gébm tuyén dung gidng
vién & Phap, phan cong nhiém vu cho thly thi Hai quan
Hoa Ky, cac chuang trinh ghép cap hién than, v.v.

m Shapley duoc trao giai Nobel Kinh té nam 2012 cho nghién
cliu clia 6ng vé ghép cap 6n dinh, cung véi Alvin Roth,
ngudi da ma rong dang ké cong trinh clia Shapley va phat
trién mot sb (ing dung trong thuc té. (Gale khong nhan
dugc giai thudng nay, vi 6ng da qua doi vao nam 2008)

Hoang Anh Buc

Ghép cap trong db thi

78



P6 thi hai phan

Mbt sb thuat todn quan trong khac lién quan dén ghép cip

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Thuat toan Hungarian (Hungarlan algorithm) [Kuhn
1955]: Tim ghép cap co t6ng trong s6 nhd nhét trong do
thi hai phan c6 trong s
m Thuat toan ghép cap cia Edmonds (Edmonds’ (45) anéo cao vong o
blossom algorithm) [Edmonds 1965]: Tim ghép cap cuc
dai trong do thi
m Thuat toan Hopcroft-Karp [Hopcroft and Karp 1973]:
Tim ghép cap cuc dai trong do thi hai phan
m Thuat ;oén Ford-Fulkerson [Ford and Fulkerson 1956]:
Tim ludng cuc dai trong mang

78



Biéu dién dd thj va sy dang cau

Danh sach ké

Ly thuyét dé thi |

MGt danh sdch ké (adjacency list) biéu dién mot d6 thi khong
cd canh song song bang céch liét ké cac dinh lién ké véi moi

Hoang Anh Buc

dinh trong db thi

v
Dinh | Cac dinh lién ké
) .
vs vy vy U3, Us
U2 V4, Us
U3 U1, V4, Us
Uy V2, U3
P P P P Danh séch ké
Vg Us U1, U2, U3 @
v3
U1
Dinh bat dau | Dinh két thic
vs vy U1 V3, Vs
(%)) V4
3 V4, Us
V4
Uy Us V2

78



Biéu dién dd thi va su dang cau

Ma tran ké
Gia sit G = (V, E) la mot d6 thi vé hudng c6 n dinh :”’“gyjd:;“u'
V1, Vs, ..., v,. Ma tran ké (adjacency matrix) A cla G (&ng Vi

th(t tu céc dinh nhu trén la mét ma tran kich thudc n x n trong
dé moi phan t a;; (1 < i,j < n) dugc dinh nghia nhu sau

I K néu c6 m;; canh v;v;
Y 0 néu ViV ¢ B

U1

U1
Us U2 V9
U3
V4
Us

V4

@ Ma tran ké&

<
[l
<
1\
<
w
4
Ny

—_— 0 = O O
NN O OO

U3
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Biéu dién dd thi va su dang cau

Ma tran ké
Gid st G = (V, E) la mdt dd thi c6 hudng c6 n dinh N,
V1, Vs, ..., v,. Ma tran ké (adjacency matrix) A cla G &ng Vi

th(t tu céc dinh nhu trén la mét ma tran kich thudc n x n trong
dé moi phan t a;; (1 < i,j < n) dugc dinh nghia nhu sau

I E néu c6 m;; canh (v;, v;)
Y 0 néu (’Ui,’Uj) ¢ K

U1
V1 V2 V3 U4 Vs Ot
v1/0 000 1
U5 2 w0001 0
31 0101
|0 1100
Us\0 2 000
V4

U3
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Biéu dién dd thi va su dang cau

Ma tran lién thudc

Gia st G = (V, E) 1a mot do thi vo hudng cé n dinh s
v1,V2,...,0, V@ mcanh ey, e, ..., en. Ma tran lién thudc ?
(incidence matrix) A clia G tuong Ung véi thi ty cac dinh va

canh nhu trén la mét ma tran kich thudc n x m trong dé cac

phan tlf a;; (1 <i <nval < j < m)dugc dinh nghia nhu sau

1 néu canh ¢; lién thudc véi dinh v;
Aij = .
! 0 nguoc lai

€1 €y €36y €566 e ey ey (DM
v /110000000
2001111000
v3] 100000111
u{001100001
v\0 1 0011010

78



Biéu dién dd thi va su dang cau

Ma tran lién thudc

Ly thuyét dé thi |

Gia st G = (V, E) la mét db thi ¢é huéng c6 n dinh

V1, V2,...,v, VA mcanhey,es, ..., en,. Gid st G khéng chita
khuyén. Ma tran lién thudc (incidence matrix) A clia G tuang
(fng vdi th(t tu cac dinh va canh nhu trén la mét ma tran kich
thudc n x m trong d6 cac phan tlr a;; (1 <i<nval<j<m)
dugc dinh nghia nhu sau

Hoang Anh Buc

1 néucanh ¢; c¢6 dinh dau 1a v,

aij = { —1 néu canh e; ¢ dinh cubi v,
0 nguoc lai
@ Ma tran lién thuoc

€1 €y €3 €4 €5 € €7 €3
v/-11 0 0 0 0 0 0
vfo 0 -1 1 -1 -1 0 0
vs] 1. 0 0O O O O 1 -1
vyl O 0 1 -1 0 0 0 1

78



Biéu dién dd thi va su dang cau

Su déng cAu giita cac dd thi

Ly thuyét dé thi |

SU’ déng Céu Hoang Anh Burc

Hai dd thi vé huéng G; = (Vi,E1) va Gy = (VQ,E2) la dang
cau (isomorphic), ky hiéu G, ~ G- hodc Gy = G5, néu ton tai
mot song anh f : V4 — V5 thda man diéu kién: véi moi dinh
u,v € Vi, uwv € E; khiva chi khi f(u)f(v) € E»

U1 (% w1 W9y

Ma tran
Ma trén lién thuéc

Sy déng cAu gilta cac dd
thi

Uy U3 w3 Wy

G1 G2

Hinh: G =~ G2 do tn tai song &nh f : Vi — V5 dinh nghia bdi
f(vi) = w; (1 < i < 4)thda man diéu kién dé ra .




Biéu dién dd thi va su dang cau

Su déng cAu giita cac dd thi

I , s } Ly thuyét dé thi |
Chu y Hoang Anh Buc
Vai hai db thi phan biét G = (V,E) va H = (W, F), khi noi
do thi H la do thi con \cﬁa do thi G hodc G chia H, cé thé
hiéu rang ton tai mot do thi H' = (W', F') thda man W' C V,
F'C Eva H' ~ H.Tuadng ty vGi cac khai niém do thi con bao
trum, d6 thi con thuc su, do thi con cam sinh, v.v.
H = (W' F)V8iW CV,F' CE

Sy déing cAu giita cac dd
thi

78



Biéu dién dd thi va su dang cau

Su déng cAu giita cac dd thi

Ly thuyét dé thi |

m Mot s tinh chat hién nhién ma céc do thi dang céu
G1 = (Vl,El) va G2 = (‘/Q,EQ) can co

Hoang Anh Buc

m V3] = |V

n |5l = [Ba] -

m Vi mbi d, s6 dinh bac d trong G bang s6 dinh bac d trong G2
CRVAVS

m Théng thudng, viéc kiém tra tat ca cdc song anh cé thé gilta
hai tap dinh cla hai do thi G;, G dé xac dinh xem ching cé
dang chu hay khéng |a rat kho: cé n! song anh gitta hai do thi
n dinh
m Dén hién tai, cfzuavbiét c6 hay khéng mét thuat todn trong thoi Vestntninge
gian da thiic dé kiém tra xem hai db thi 13 ddng cau hay khdong e
m Thém nita, mot bai todn md trong hang thap ky 1a thiét ké moét
thudt todn vdi do phuc tap trong thdi gian xau nhét tét hon thoi
gian O(2 V™). Mdt budc dot phd 1a két qua clia LaszI6
Babai [Babai 2016]: thuat toan trong thoi gian 20(1ee™") ygi
hang s6 k > 1 ¢b dinh nao dé. Thai gian chay clia thuat toan
nay “t6t hon” O(2 V™) nhung “té& hon” thdi gian da thic. Harald
Andrés Helfgott chiing minh réing c6 thé 14y hing s6 k = 3
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Biéu dién dd thi va su dang cau

Su déng cAu giita cac dd thi

m DE& chiing minh hai db thi la khdng dang céu, ching ta
thudng tim mot tinh chat ma chi mét trong hai db thi cé.
Mét tinh chat nhu thé dugc goi la mot bat bién dé thi
(graph invariant) (vi du nhu sb cac dinh c6 bac cho trudc
nao dé, danh sach bac cac dinh cla db thi, v.v...)

m Trén thuc té, cé nhitng thuat todn rat hiéu qua cho phan
I6n cédc dé thi xudt hién trong thuc hanh

m Vi du, phdn mém “nauty” clia Brendan McKay (cho db thj vd
hudng) va “Traces” ctia Adolfo Piperno (xem
https://pallini.di.uniromal.it/)

78

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Ma trén lién the

Sy déng cAu gila cac d
thi


https://pallini.di.uniroma1.it/

Biéu dién dd thi va su dang cau

Su déng cAu giita cac dd thi

Vidu 15 Ly thuyét d6 thi |

Hoang Anh Buc
a b

Ma trar
Ma trér 1 thudc
Sy déng cAu gila cac d

G va H khong dang cau o
m Do deg(a) = 2, néu ton tai mét dang cAu gilta G va H, a
phai tuong (ing véi mét trong bon dinh bac 2 cla H: t,u, x, ’
hoac y 1
= Tuy nhién, méi dinh trong bén dinh ¢,u, =,y déu lién ké véi ‘;‘ ‘
mét dinh bac hai, trong khi @ khéng thda méan tinh chadtnay ~ - "
trong G
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Biéu dién dd thi va su dang cau

Su déng cAu giita cac dd thi

Ly thuyét dé thi |

Bé.l tép 10 Hoang Anh Burc
Céc cap db thi sau c6 dang cAu hay khong? Vi sao?

Binh nghia do thi
vi du
Binh nghia va kha ér
D0 thi méi tu
Mét s6 don do thi dac biét
Sigi thie
p cap trong dé thi
U1 (23 Danh séch ké
wy wy i sach ke
Ma tran
Ma trér 1 thudc
v3 @ L
) } Sy déng chu giita céc d&
w2 Wy thi
ws3 we
2 7 Pudng d
N Gy 4 Gy Lién théng trong db thi vo
wone

Bai tap 11 G
Gia sl G va H la cac don db thj théa man G ~ H. Ching minh o
rang G ~ H
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Biéu dién dd thi va su dang cau

Su déng cAu giita cac dd thi

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Bai tap 12

M6t don db thi G duoc goi 1a tu bu (self-complementary) néu

G ~d.

(a) Chiing minh ring do thi sau la mét dd thi tu bu it o e b
(%] (%}

Ma tran
Ma trén lién thuéc

Sy déng cAu gila cac d
thi

U1 Uy

(b) Tim mot db thi tu bu cé 5 dinh.

g trong db thi vo

ong do thi cé
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Tinh lién théng trong db thi

Puong di

Ly thuyét dé thi |

r-[ Du"dng dl (V6 hu’dng) } Hoang Anh Buc

Cho G = (V, E) la mét db thi vo hudng va n la mot sb nguyén
duong. Puong di (path) d6 dai n tir dinh w dén dinh v trong
G 1a mot day céc canh ey, e, . . . , e, clia do thi théa man diéu
kién ton tai mot day cac dinh vy, vy, vs, ..., vn_1,v, Sa0 cho
vo = u, v, = v, VA e; O CAC dau mut v;_; va v;, VGi moi
i€{1,2,...,n}

m Ta ndi rang dudng di bat dau véi u va két thic véi v

m PO dai (length) clia mét duding di v huéng 1a sb canh clia
duong di dé

m MGt dutng di do dai n > 1 dugc goi la mot chu trinh (circuit
hodc cycle) néu né bat dau va két thic & cung mot dinh

m Khi G khéng cé cdc canh song song va khuyén, méi
duding di cé thé dudc xac dinh mot cach duy nhat thong
qua cac dinh clia né, va do dé ta cé thé ky hiéu mét dudng
di bang day cac dinh ctia né vo, v1, . . ., v,

Budng di
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Tinh lién théng trong db thi

Puong di

Ly thuyét dé thi |

VI’ dU 1 6 Hoang Anh Buc

V1 ’

Pinh nghia va khai niér

D thi méi s

’U7 U2 Mét sb don dé thi déc biét

Ug Ghép cap trong do thi

Vg "
Uy
Buong di

fU5 :: ‘w”"rv g trong dé thi vo
Lién thor ong do thi cé
Hinh: VsV9, V9V2, V2U3 (hOéC Vs, Vg, V2, U:}) la mc}t du’dng di d6 dai 3 va ‘[‘ “
V1V4, V4V5, U5V6, VeUT, U7V1 (hOéC V1, V4, Vs, Vs, U7, Ul) la mét chu trinh Dér

do dai 5 “
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Tinh lién théng trong db thi

Puong di

Ly thuyét dé thi |

r-[ Du"dng dl (Cé hu’dng) } Hoang Anh Buc

Cho G = (V, E) la mét db thi c6 hudng va n |a mot sb nguyén
duong. Puong di (path) d6 dai n tir dinh w dén dinh v trong
G 1a mot ddy céc cung ey, es, . . . , e, clia do thi théa man diéu
kién ton tai mot day cac dinh vy, vy, vs, ..., vn_1,v, Sa0 cho
vy = U, vy = v, VA €; ¢6 dinh dau v;_; va dinh cudi v;, v8i moi
i€{1,2,...,n}

m Ta ndi rang dudng di bat dau véi u va két thic véi v

m D6 dai (length) cla mdt dudng di cé hudng 1a sé cung clia
duong di dé

m MGt dutng di do dai n > 1 dugc goi la mot chu trinh (circuit
hodc cycle) néu né bat dau va két thic & cung mot dinh

m Khi G khéng cé cdc canh song song va khuyén, méi
duding di cé thé dudc xac dinh mot cach duy nhat thong
qua cac dinh clia né, va do dé ta cé thé ky hiéu mét dudng
di bang day cac dinh ctia né vo, v1, . . ., v, .

Budng di



Tinh lién théng trong db thi

Puong di

Vidu 17
U1

U7 V9

Vg

(%
Uy

Us

Hinh: (1}5, 1}9)7 (1)97 1)2)7 (’Uz7 1)3) (hOéC Vs, Vg, V2, 1)3) la mét du’(‘jng di dé
dai 3 va (vi,v7), (v7,v6), (ve, vs), (vs,v4), (v, v1) (hOGC
v1, V7, Vs, Us, V4, v1) l& MOt chu trinh d6 dai 5

78

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Pinh nghta dé thi
du

Pinh nghta va khai niém
D6 thi mc
Mat s6 don dé thi dc bist

Budng di

Lién thong trong d thi v
huéng

Lién thong trong d thi c6



Tinh lién théng trong db thi

Puong di

Mot duong di don (simple path) 1a mot dudng di khéng chira
cung mét canh (cung) nhiéu hon mét lan

Bai tap 13 .

Hay tim trong do thi & hinh bén

a b c
N L )
(a) M6t duong di cé do dain
véin e {1,2,...,7}
(b) M6t dudng di don cé do
dainvéine{l,2,...,7} )
(c) M6t chu trinh c6 d6 dain g f d

véine{3,...,7}

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

@ Budng di

78



Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

Ly thuyét dé thi |

Mét db thi vo hudng G = (V, E) dudc goi 1a lién théng
(connected) néu cé dudng di gilta moi cap dinh phan biét cla
G. Nguac lai, néu khdng ton tai duding di gitra mot cap dinh
phan biét nao dé trong G, ta goi G 1a dé thi khéng lién théng
(disconnected)
m D6 thi ¢ chinh x4ac mét dinh luén dugc coi 12 lién thong
m D4 thi khong c6 dinh nao (d6 thi réng (null graph)) khéng
dugc coi la lién thong

Hoang Anh Buc

Lién thong Khéng lién thong
a b c a b c
)
O e
N\
g f g

78



Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Mot thanh phéan lién théng (connected component)

H = (V',E') cha G la mét do thj con lién théng cuc dai o gt ¢ v m
cla G, nghia la, H 1a mot do thi con lién théng clia G va D tfa-d

vGi moi db thi con lién thong K khac cla G, H khong la do ot .o g
thi con thuc su clia K 1
m Hop (union) cla hai d6 thi Gy = (Vi, Ey) va Gy = (Va, E») o
la mot do thi G = (V, E) cé tap dinh V =V, UV, va tap
canh E = F; U E5. Taciing viet G = G1 U Gs .
m MGt do thi khdng lién théng G b thé dugc xem nhu 1a hop
cua hai hay nhiéu db thi con lién théng trong dé khéng co
dinh chung nao gita moi cap do thi con nay. Céc do thi 3
con nay chinh Ia c4c thanh phén lién théng clia G () v vorg vorg s ive
m G ladod thi lién théng khi va chi khi G' c6 chinh xdc mét Lin theng rong a6
thanh phan lién théng SR,

78



Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

Ly thuyét dé thi |

Ménh dé 6 Hoang Anh Burc
Cho G = (V, E) la mgt dé thi vé hudng lién thong co it nhét
hai dinh. V@i hai dinh bat ky u,v € V cta G, ton tai mét dudng
di don gitta u va v

Ching minh.

m Do G lién thong, lubn ton tai mét dudng di gilta hai dinh
u,v. Goi P = €1,€2,. .. la mét dudng di cé dé dai nhd
nhat trong s6 tat c& cac du’dng di gita u va v. Ta ching
minh P la mét duong di don

m Gia st P khdng phai dudng di don. Suy ra, ton tai 4, j thoa
man 0 <i < j <kvae; =e;. Do do, (55) Len tong vong ad e
P = €1,€2,...,C,€Cj41,...,€k a mét du’i‘jng di gll]’a uvaw m’dng
va P’ ¢6 do dai nhé hon dd dai k clia P. Biéu nay mau
thuan vdi dinh nghia cla P



Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

Cho d6 thj v6 hudng G = (V, E) s
m M6t dinh v € V dudc goi 1a dinh cat (cut vertex) hodc diém ?
khdp (articulation point) néu G — v ¢é nhiéu thanh phan e
lién théng hon G T
m M6t canh e € E dudgc goi 1a canh cat (cut edge) hoac cau g
(bridge) néu G — e ¢6 nhiéu thanh phan lién thong hon G
a b c d crép i
g f € L g vorg o6
G Do v i s

Hinh: Céac dinh cat clia G 1a f, g, h. Cac canh cat clia G la ah, gf n
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Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

Ly thuyét dé thi |
Béi tép 14 Hoang Anh Burc
M6t d6 thi khéng c6 dinh cat nao dugc goi la do thi khéng thé
tach roi (nonseparable graph). Ching minh rang moi d6 thi sau
la a6 thi khdng thé tach roi

(@) Cpvéin>3 (€) Kmn VGim>2van>2
(b) W, vGin >3 (d) Q, vlin>2
Baitap 15

Chiing minh rang néu G |a don db thi vé hudng cé chinh xac
hai dinh béc 1€ u, v thi cac dinh nay phai thugc cing mét thanh
phan lién théng cla G

Bai tap 16 () tinvorgora oo
Chitng minh rang mot dé thi vé huéng lién thong bat ky gém e

n > 1dinh c6 it nhat n — 1 canh. (Ggi y: Quy nap manh theo

s6 dinh n cla db thi.)

78



Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

B‘al tép 17 Ly thuyét dé thi |
Cho G = (V, E) 1a mdt don dé thi vo hudng lién théng gdm
n > 1dinh va G # K,,. Chitng minh rang ludn tdn tai mot tap
céc dinh V’ sao cho G — V' |a db thi khong lién thong
m Tap dinh V’ cia mot don db thi vo hudng lién thong G
thda man diéu kién & Bai tap 17 duadc goi 1a mot tdp phan
tdch (separating set (of vertices)) ctia G
m Sé lién théng dinh (vertex connectivity) cla G, ky hiéu
(G), 1a s6 dinh nhé nhét can bé di tir G dé thu dugc mot
dd thi con G’ khéng lién théng hoac chi cé mét dinh
m x(G) = 0 néu G khong lién thong hodc chi cé mot dinh
m «(G) la s0 phan t& nhd nhat trong mét tap phan tach (néu
cd) cla G
m G |a k-lién théng (k-connected) néu x(G) > k (5) orworang s
m Néu G 12 k-lién thong thi cling 12 j-lién thong véi moi
0<j<k
m Néu xda di ti da k — 1 dinh bat ky tir G thi d thi thu dugc
ludn la do thj lién thdng
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Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

B‘al tép 18 Ly thuyét dé thi |
Cho G = (V, E) 1a mdt don dé thi vo hudng lién théng gdm
n > 2 dinh. Chiing minh ring luén ton tai mot tap canh E’ sao
cho G — E’ la mot db thi khong lién thong
m Tap canh E’ clia mét don db thi vé hudéng lién théng G
thda man diéu kién & Bai tap 18 duagc goi la mot t4p canh
phén tdch (separating set of edges) clia G
m Sé lién théng canh (edge connectivity) cla G, ky hiéu
MG), 1a s6 canh nhé nhét can bé di ttr G dé thu dugc mot
dd thi con G’ khéng lién théng hoac chi cé mét dinh
m A\(G) = 0 néu G khong lién thong hozc chi cé mét dinh
m \(G) la s0 phan t& nhd nhat trong mét tap canh phan tach
(néu cd) clia G
m G |a k-lién théng canh (k-edge connected) néu A\(G) > k () o ot e
m Néu G 12 k-lién thong canh thi ciing Ia j-lién théng canh véi
moio<j <k
m Néu xda di t6i da k: — 1 canh bat ky tir G, d6 thj thu dugc
ludn la do thj lién thdng
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Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

Ly thuyét dé thi |

Pé chiing minh x(G) = k vdi don dd thi vé huéng lién thong Hoéng Anh Bito

G = (V, E), can chirng minh:

(1) Tén tai mét tap W C V goém k dinh thda man G — W
khong lién thong hoac chi ¢é 1 dinh

(2) V6i moitap X C V gom ¢ dinh (¢ < k), G — X la db thi

lién thong
Tuong tu véi A(G). )
Bai tap 19
Xac dinh x(G;) va A(G;) trong cac db thi G, véii € {1,2,3} sau
V1 V2 U1 U2

@ Lién thong trong db thi vé

huéng

v V3 (% Vs
4 Gl 3 4 GQ 3 78



Tinh lién théng trong db thi

Lién théng trong db thi vo hudng

Bai tap 20
Chitng minh rang véi moi dé thi vé huéng lién théng G = (V, E)
K(G) < min degg(v) (1)
ANG) < gg‘r} degq(v) (2)
Bai tap 21
Vi méi db thi G; (i € {1,2}) sau, tim x(G), A\(G), va min deg(v)
a c b d
() ()
)
a e
@ O
d e e h Gy f

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Lién thong trong db thi vé
hudng

78



Tinh lién théng trong db thi

Lién thong trong do thi ¢ hudng

Ly thuyét dé thi |

Cho G = (V, E) la mét dé thi cé huéng
m G dudc goi la lién théng manh (strongly connected) néu
v6i méi cdp dinh u, v € V, ton tai mdt dudng di cé hudng
tl u dén v va mot dudng di cé huéng tir v dén u
m G dudc goi la lién théng yéu (weakly connected) néu db thi
vo huéng thu dugc bang cach bd qua huéng clia cac cung
clia G 1a mét db thi lién théng

Hoang Anh Buc

Vidu 18
a b a b
C C
p d p d Ef;nlghﬁ"g trong db thi c6
G H

Hinh: G 1a d6 thi lién théng manh. H khéng la d6 thi lién théng manh
nhung la d6 thi lién théng yeu 78



Tinh lién théng trong db thi

Lién thong trong do thi ¢ hudng

N Ly thuyét do thi |
Cho G = (V, E) Ia mét db thi c6 hudng
m Mot thanh phan lién théng manh (strongly connected
component) cla G 1a mot do thi con lién théng manh cuc
dai H cla G, ngha la, H l1a mét do thi con lién thong
manh clia G va khong |a do thi con thuc sy cla bat ky do
thi con lién thong manh nao khac
Vidu 19
m G khong la db thi lién théng manh
m DO thi Gy = (14, Ey) V6i
Vi = {a,b,d} va
E, = {(a‘v‘b)a (bv d)v (da a’)} la mot
thanh phan lién théng manh cla G
m Do thj Gy = (Va, E») V6 ; . oY
Vo= {c.e f}va o e
Ey ={(c, f),(f,e), (e;c)} lamot

thanh phan lién théng manh cla G
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Tinh lién théng trong db thi

Lién thong trong do thi ¢ hudng

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m MGt do thi co hudng khdng c6 chu trinh (directed acyclic |
graph — DAG) 1a mét d6 thj ¢ hudng khong chira khuyén G

hodc chu trinh cé hudng. by mi b mch
d b e d b e S
a c / a c f
G H
Hinh: G 1a mét db thi ¢ hudng va c6 chu trinh. H 1a mét dé thi co e
huéng va khéng c6 chu trinh @ hacn R
;f;nzgnong trong dé thi c6

78



Tinh lién thong trong db thi

Duding di va su dang cau

Ly thuyét dé thi |

m Nhac lai: D& chiing minh hai db thi 1a khéng dang cau,
chuing ta thudng tim mot tinh chat ma chi mét trong hai dé
thi c6. M6t tinh chat nhu thé duodc goi 1a mét bat bién dé
thi (graph invariant)

m s6 cac dinh ¢é bac cho trudc nao dé
m danh sach bac céc dinh ctia dd thi

m Mot bat bién dd thi hitu ich 1a su t6n tai clia céc chu trinh

don vdi dé dai k > 3

Hoang Anh Buc

Bai tap 22
Céc db thi sau c6 dang cau khong? Vi sao?
Vg Vs We Wy
U1 Uy wy Wy
Buding di va sy dang cau
Vo Vs w2 w3

G 1 G2 78



Tinh lién thong trong db thi

Duding di va su dang cau

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Chung ta ciing c6 thé st dung dudng di dé timcacanhxa W .. ..

gita hai d thi ding cAu S
Bai tap 23 o
Cac dd thi sau c6 dang cau khong? Vi sao? S

w3

Ws G2 We f

Buding di va sy dang cau
Deém so dudng di gil

78



Tinh lién théng trong db thi

Dém sb dudng di gitra c4c dinh

Ly thuyét dé thi |

Dlnh Iy’ 7 Hoang Anh Buc

Cho G la mét do thj vdi ma tran ké A tuong tng vdi thit tu
cdc dinh vy, vs, . .., v,. S6 cdc dudng di khdc nhau dé dai r tir
v; t6iv;, trong dé r Ia mét sé nguyén duong, bang gid trj cua
phan ti (i, j) ctia ma trdn A".

Ching minh.
Ta chiing minh Binh ly bang quy nap theo
m Budc co sd: Theo dinh nghia ma tran ké, Dinh ly 7 ding
vBir=1
m Buwdc quy nap: Gia st Dinh ly 7 ding véi moi 1 < r < k.
Ta chitng minh Binh ly 7 diing v6i r = k + 1, tlc 13, sb cac
duding di khac nhau d6 dai k + 1 tlf v; t6i v; bang gid tri
clia phan ti (i, j) cla AF+1, g v i ch
= M6t dudng di do dai k + 1 tif v; dén v; dugc tao thanh boi G Qe diiiacic
mot dudng di d6 dai k tU v; dén v, nao dod, va canh {ve, v;}.
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Tinh lién théng trong db thi

Dém sb dudng di gitra c4c dinh

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Bai tap 24

Tim s6 duding di do dai n gitta hai dinh phén biét cla K4 v6i n ‘
bang
(a) 2 (c) 4

(b) 3 (d) 5

Bai tap 25

Tim sé‘duéing di don do dai n gilra hai dinh phan biét cla K,
vGi n bang

(a) 2 (c) 4

(b) 3 (d) 5



Part |
Phu luc



NGi dung

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Mét s6 16i thudng gap

Mét sb ting dung clia do thi
Do thi web va mot sb mang Iuéi tuong tu
Mang xa hoi
Mang sinh hoc
Thuét toan Gale-Shapley

28



Mét sb 16i thudng gap

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Mét s6 16i thudng gap

Tham khao tU tai lieu “Common Mistakes in Discrete
Mathematics” (https://highered.mheducation.com/sit
es/dl/free/125967651x/1106131/Common_Mistakes_in_D
iscrete_Math.pdf)

(a) Nham lan gitra mot s6 thuat ngi¥ trong ly thuyét do thi
m Chéng han nhu su khac biét gitta duding di (path) va dudng
di don (simple path). Bay la mét trong nhiing trudng hop
can phai ghi nhd
m Viéc tao ra bang thuat ngi riéng trén cac thé ghi chd hoac
trong mét tép may tinh ¢6 thé hiru ich
(b) Dém thira canh trong d6 thi do quén chia 2 khi cong
bac clia cac dinh
m Méi canh dugc dém hai lan, mét 1an cho méi dau.

28
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Mét sb 16i thudng gap (tiép)

Ly thuyét dé thi |
(c) Khéng chac chan vé viéc nén st dung mé hinh do thi Hozng Anh biic
n‘aO Mét s6 16i thudng gap
= Néu mbi quan hé giita cac dbi tugng trong tinh hubng ban
dang mé hinh héa cd tinh doi xing, thi do thi v6 hudng co
thé phu hop; ngugc Iai,’dé thi co hu’(jng thudng phu hgp hon
m Vidy: dudng cao toc noi cac thanh pho 16n c6 thé di theo ca
ha,i huéng, nén do tlji vO hu’éjng la phu hgp cho mé hinh nay
m MoGi quan hé san moi-con moi gitra cac loai dong vat rd rang
khéng co6 tinh doi xing, nén do thi c6 hudng dudng nhu
dlng hon trong trudng hgp nay
(d) Sai lam khi cho rang néu hai dé thi cé nhiéu thudc tinh
giong nhau (bat bién nhu so dinh, so canh, v.v.) thi
chung phai dang cau
m Vi du: do thi Ks s va db thi K déu cé 6 dinh va 9 canh,
nhung chiing khdng dang ciu véi nhau
(e) Nham lan vé cac tinh chat cta do thi hai phan

28



Mét sb 16i thudng gap (tiép)

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Mét s6 16i thudng gap

m Cho ring néu G 1a mot do thi hai phan thi né ludn 12 db thi
lién thong

m Cho rang néu G ¢6 chu trinh thi n6 khong thé 1a d6 thi hai
phan

28



Pd thi web va mot s6 mang Iuéi tuong tu

Do thi web W

Ly thuyét dé thi |
, N Hoang Anh Buc
m Xuat hién sau su ra doi clia Internet vao dau nhirng nam
1980
m MGi trang web dugc coi la mét dinh trong do thi W, moi 6 e vt s
lién két gilta cac trang web dugc coi 1a mét canh Lo
m Mé&c du cac siéu lién két (hyperlinks) 1a cac canh c6
hudng, trong mét so trudng hgp W cd thé dugc xem nhu
mot do thi vo huéng
m DA thi web W [a mot do thi thuc té&, phat trién lién tuc theo
thGi gian
m Ngoai ra, c6 nhiing trang web dong (vi du nhu dong ho
truc tuyén) va so lugng cac trang nhu vay co thé dugc
xem la vé han
m Do dd, dd thi web W c6 thé dudc xem 13 hitu han hodc vo
han

28



Pd thi web va mot s6 mang Iuéi tuong tu

Do thi web W

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Mét s6 tinh chat clia do thi web W [Zverovich 2021]:

m W la mét d6 thi khdng 16 v6i hang ty dinh (vi du, xem céc o4 vt v
c0o sé dit liéu vé do thi web &
https://webgraph.di.unimi.it/)

= W la mét d6 thi trong doi thua tht (sparse) vi sé canh
trong W it hon nhiéu so vdi so canh c6 thé co6. Cu thé hon,
béc trung binh clia mét dinh co6 dinh trong W khong vuot
qua mét hang so [Baldi, Frasconi, and Smyth 2003]

t6ng bac cac dinh trong W
s6 dinh clia W

Bé&c trung binh clia W =

28
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Pd thi web va mot s6 mang Iuéi tuong tu

Do thi web W

Mbt s6 tinh chét cdia dd thi web W [Zverovich 2021]: e
m D4 thi web c6 nhiéu “cong ddng”. Mot cong déng
(community) |a mot tap hop céc trang web cé cung mbi
lien hé nao dé. Vi du, mot cong dong cé thé 13 mdt nhdm 4wt ot s
céc trang web lién quan dén mét chli dé cu thé nhu thé B
thao, du lich, v.v.
m Co6 nhiéu cach tiép can dé dinh nghia “cong ddng” theo
ngdn ngll toan hoc
m Mot céch |2 dinh nghia cong dong nhu mét db thi con cé sb
canh ndi bd (nbi gitta céc dinh trong cong ddng) nhiéu hon
s6 canh bén ngoai (ndi gilta cac dinh trong céng ddng va
cdc dinh bén ngoai cong dong)
m Mot dinh nghia khac dua trén cdc dé thi con hai phan cé
hudng day dac (dense directed bipartite subgraphs) dugc
goi 1a 16i hai phén (bipartite cores). Mot vi du vé I5i hai phan
la d6 thi hai phan day di c6 hudng Ks 3 véi cac canh cé
hudng di tr mdt phan nay sang phan kia, va c6 thé thém
mét s6 canh c6 hudng vao cac phan

Hoang Anh Buc

28
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Pd thi web va mot s6 mang Iuéi tuong tu

Do thi web W
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M6t sb tinh chét clia dd thi web W [Zverovich 2021]: Ly thuyt do thi|
m Phan phdi bac ciia W tuan theo lut liiy thira véi~ = 2.1 (v = 2.5 hodc Fosno Ao e
2.7 néu xét cac dd thi W cé huéng va phan phéi bac ra) va do dé W
cling dugc goi la mét mang Iudi khéng ty 1€ (scale-free network)

m Trong mét dd thi G c6 n dinh, goi ny la s6 dinh c6 bac k, va day () 08 tives vamotsb
(nk,0 < k < n — 1) dugc goi la phén phdi bac (degree distribution) cla G Iu6i rong ty

m Phan phdi bac clia G dugc goi la tuan theo ludt iy thira (power law) néu
vGi moi bac k > 0, ta cd

nk 1
n TR
trong d6 v > 1 1a mdt hang sb6 cb dinh

m S6P(k) = % 1a ty 1& céc dinh c6 bac k va ¢ thé dugc xem nhu x4c suat
dé mot dinh c6 bac k. (Xac suat dé mot dinh cé bac & la ty 18 véi k)

m Quan hé tiém can (3) 4p dung cho dd thi vo han, va déi véi db thi hitu han
né c6 nghia Ia ‘xap xi bang’: P(k) ~ k7. Trong trudng hop G la dé thj cé
hugng, luat Idly thita cho phan phéi bac vao va phan phéi bac ra dugc dinh
nghia tuong tu

m Trong cac db thi khdng 16 tuan theo luat Idly thira cd cdc dinh véi bac cao,
dudc goi la céc trung tdm (hubs). Cling ¢an luu y rang trong cac mang IUGi
thuc té, luat Idy thira c6 thé cé mot sb sai léch doi véi cac dinh co bac rat
nhd hoic rat I16n

)
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Pd thi web va mot s6 mang Iuéi tuong tu

Do thi web W

Mot sb tinh chat clia do thi web W [Zverovich 2021]: LY thuyé s thi |

N L n Hoang Anh Buc
m DO thi web W cé tinh chat “thé gidi nhé” (small-world property)
dugc gidi thiéu trong [Watts and Strogatz 1998]

m Goi d(u,v) la khoang cach gitta cac dinh u va v trong dé thi vo
huéng G, va goi X Ia tap hop tat ca céc cp dinh {u, v} phan biét b et & mot s mang
thda man d(u, v) hitu han. Khoang cach trung binh (average
distance) clia G la:

Z d(u,v)

{uv}eXx

L(G) X]

m Mét tham s6 tuong tu, La(G), ¢6 thé dugc dinh nghia cho dé thi
¢6 huéng G, trong d6 khodng céch giira hai dinh 1a sb canh trong
dudng di ngan nhét ¢é hudng gitra hai dinh d6

m Tinh chéat “thé gidi nhd” (small-world property) néi rang L(G)
(hodc La(G)) phdi nhd hon nhiéu so vdi sb dinh trong G::
L(G) < clnlnn, trong do ¢ 1a mét hdng s nhé. Dbi véi db thi web
W, cac nghién cttu [Albert, Jeong, and Barabasi 1999]; [Broder
et al. 2000] cho thay L()) = 6.8, trong khi L,(WW) = 16 hodc 19
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Db thi web va mot s6 mang luéi tuong tu

Mét sb mang Iudi tuong tu

Ly thuyét dé thi |

m DO thi internet (internet graph) T c6 thé dugc dinh nghia theo
nhiéu cach khac nhau
m Vidy, cac dinh clia Z c6 thé dai dién cho céc mién (domain) va
cac canh la céc két ndi gilra cac mién
m Ngodi ra, cac dinh clia Z c6 thé Ia cac b dinh tuyén (router) va  (12) 08 mwebvamorss nang

Hoang Anh Buc

ludi tuong ty

cdc canh la cac két ndi gilra cac bd dinh tuyén
m CA hai loai d6 thi internet nay déu tuan theo luat Iy thira véi sb
mi vy = 2.5
m Do thi blog (blog graph) 1a mot db thi con cdm sinh clia do thi
web, trong dé céac dinh dai dién cho céc blog web va céc canh
c6 hudng la cac lién két gitta cac blog. Db thi nay tuan theo
luat 10y thita v6i s6 mii v = 2.1 cho c& phan phéi bac vao va
bac ra, déng thdi c6 cu tric cong dong phong phu
m Trong do thi cudc goi (call graph), céc dinh dai dién cho cac
s6 dién thoai va hai dinh dugc néi véi nhau néu cé cudc goi tir
sb nay dén sb kia trong, chang han, mot ngay. D6 thi cudc goi
¢6 hudng ciing tuan theo luat Idy thira véi sé6 mii v = 2.1
m Tim hiéu thém vé cac mang Iué6i nay trong [Dorogovtsev and
Mendes 2003]
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Mang xa hoi

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m M6t trong nhiing mang xa hoi dau tién 1a dé thi quen biét
(acquaintance graph), trong d6 mdi ca nhan dugc biéu
dién bang mét dinh va hai dinh dugc néi v6i nhau bdi mot
canh néu cac ca nhan tuong (ing quen biét nhau.

m Puong kinh (diameter) clia db thi G dugc dinh nghia nhu
sau: diam(G) = max d(u,v). Milgram [Milgram 1967]

Mang x& hoi

nghién ctu do thi quen biét va két luan rang dudng kinh
clia né khoang sdu, diéu nay dan dén cac cau néi quen
thudc “sdu chang phan cdch” (six degrees of separation)
va “Trdi P4t tron” (it's a small world)
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Mang xa hoi

Ly thuyét dé thi |

[ Trong bai todn quen b/et (acquaintance puzzle) noi tleng, Hoang Anh B
can phai chiing minh réng trong mot nhém gom sau
ngudi, sé c6 ba ngudi hodc 1a cling quen biét nhau hoic la
cung khdng quen biét nhau. Bai todn quen biét ¢ lién
quan chat ché dén cac sé Ramsey (Ramsey
number)—khai niém quan trong trong Iy thuyét do thi cuc
han (extremal graph theory) (ly thuyét nghién ctiu su anh
hudéng cla cac tinh chat tng quat trong mot dd thi dén
cac cau tric con cuc bd).

m Sé Ramsey (Ramsey number) Ry, 1& s6 nhd nhat sao cho
moi do thi Vi R, dinh chira mot d6 thi day du K (trong do
moi cap dinh ndi véi nhau) hodc mot tap doc lap (tap hop
céac dinh ma khéng c6 cap dinh nao n0| vGi nhau) m dinh

m Dinh /)/ Ramsey (Hamseys thorqm) ndi tleng khang dinh
céac so Ramsey ton tai, cu thé 1a ton tai mét so nguyén
duaong nhd nhat Ry, sao cho moi t6 mau canh xanh-dé cia
do thi day dd trén Ry, dinh déu chita moét do thi day du K.
mau xanh hodc mét do thi day di K, mau do.

Mang x& hoi
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Mang xa hoi

Ly thuyét dé thi |

m Trong db thi hop tdc (collaboration graph), cac dinh dai dién
cho cac nha nghién ctru trong moét linh vuc nao dé va cac
canh ndi cac nha nghién ctiu cong tac véi nhau

m Do thi hop tac clia cac nha toan hoc dugc biét dén nhu 1a do
thi hop tac Erdés (Erdbs collaboration graph), trong dé cac
dinh dai dién cho cac nha toan hoc va hai dinh dudc néi véi Mang o
nhau néu hai nha toan hoc la dong tac gia clia mot bai bao
chung (bai bdo cé thé cé cac dong tac gia khac)

m Khodng céch gilta hai nha toan hoc trong dé thi hop tac Erdés
dudc goi 1 khodng cdch céng tac (collaboration distance).S6
Erdés (Erdés number) clia mdt nha toan hoc la khoang cach
cong tac clia nha toan hoc dé véi nha toan hoc néi tiéng Paul
Erdds (Erdés (1913—1996) c6 khoang 500 ddng tac gia va da
xuét ban it nhat 1525 bai bao, nhiéu hon bét ky nha toén hoc
nao khac trong lich st¥)

m Newman [Newman 2001] nghién cttu db thi hgp tac cho céc
nhém khoa hoc khac nhau va két luan rang mot db thi hop tac
dién hinh F c6 cac tinh chat sau: diam(F) ~ 20 va L(F) ~ 6

Hoang Anh Buc
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Mang xa hoi

Ly thuyét dé thi |

m M6t sb mang xa hoi dugc mé hinh héa bang dé thi cé
huéng néu mdi quan hé giira cac dbi tugng thé hién theo
mét thi tu nhat dinh nao dé; chang han, néu mét nguoi
thap hon ngudi khac. Mét vi du khac 1a do thi ¢ hudng
clia cdc trich dan (collaboration graph) cho tat ca cac an
pham trong mét linh vuc nao dé.

m MGt vi du khac la mé hinh hoa quan hé ho hang trong mot
nhém nguoi: cac dinh clia G 1a cac ca nhan tir nhém va
hai ca nhan z va y dudc nbi véi nhau bdi mot canh ¢
huéng zy néu z la cha/me cla y.

m Néu A4 1a ma tran ké cla G, thi A2 = A x A 1a ma tran ké
clia mot dd thi c6 hudng H. C6 thé chiing minh v& mat toan
hoc ring H biéu dién mbi quan hé 6ng ba—chau trong nhém
Ngudi ban dau. Luu y rang H cd thé la mét da do thi c6
hudng neu khong cam quan hé can huyet

m Vi du nay c6 thé dugc tdng quat héa hon nira cho ma tran
ké A* clia db thi biéu dién mdi quan hé t6 tién qua k thé hé

m Phan phéi bac clia cac mang xa héi thudng tuén theo luat
lay thira ®

Hoang Anh Buc

@ Mang x& hoi



Mang sinh hoc

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m MOt mang sinh hoc phén t (biomolecular network) bao
gdm cac dinh, dai dién cho cac phan t& sinh hoc
(biomolecule), va cac canh thé hién su tuong tac gilra
chung

m Cdc phan t sinh hoc ¢6 thé Ia c4c phan t 16n (large
molecule) (vi du: protein, gen) hodc cac phan tl nho
(small molecule) (vi du: axit nucleic, duong). Chang han,
trong mang tuong tac protein, cac canh dai dién cho cac
tiép xuc vat ly gilra cac protein trong mot té bao

m Tuong tu nhu dd thi web, nhiéu mang tuong tac gen, trao
ddi chat va protein déu c6 tinh chét “thé gi6i nhd”. Nghién
ctiu cho thay dbi véi mot s6 mau, khodng céch trung binh
nam trong khoang tir 3 dén 5, va duding kinh nho.

Mang sinh hoc
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Mang sinh hoc

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Mot sé dinh trong mét mang Iudi quan trong hon nhitng
dinh khéc; chang han, céc protein cu thé trong mang Ui
tuong tac co thé c¢é y nghia cAu tric quan trong hon. Cac
cdc dd do trung tam (centrality measures) déng vai tro
quan trong trong viéc xac dinh cac dinh ¢ “tht hang cao”.

m Phan phéi bac clia nhiéu mang Iudi sinh hoc da dugc chiing
minh 1 tuan theo luat Iy thira, vi du nhu mang ludi trao ddi
chét va mang Iudi tuiong tac protein

m Mang luéi diéu hoa phién ma (transcrlptlonal regulatory
network), la mot tap con cla mang IuGi diéu hoa gen (gene
regulatory network), cé phan phéi bac ra tuan theo luat Iy
thira, tuy nhién, phan phdi bac vao tuan theo phan phoi
ham m

m C6 mot sb bang chiing cho thdy bac clia mét dinh trong
mang Iudi tuong tac protein chi ra kha ndng mét protein la
thiét yéu: cac protein khong thiét yéu thudng cé bac thap
hon so véi bac clia cac protein thiét yéu

Mang sinh hoc
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Mang sinh hoc

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m DAi véi db thi lién thong G, dé léch tdm (eccentricity) cla
mot dinh « dugc dinh nghia nhu sau: e(u) = max d(u,v).

Khi dd, tdm (centre) clia G la tap hop i
{ueV:e(u) = min e(v)}. Néi cach khac, tam clia do thi
ve
bao gém céc dinh cé dd léch tam nhd nhat.
m Trong mang luGi trao dGi chét, tam c6 thé dai dién cho mot
s0 thanh phan chinh clia qua trinh trao doi chat cla sinh
vat va cé vai tro nhu mot “nut that co chai”
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Mang sinh hoc

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m D0 trung tdm trung gian (betweenness centrality) la moét do
do khac dé dinh lugng tdm quan trong clia mét dinh—dinh
quan trong thuding thudc vé nhiéu duding di ngan nhét
gilta cac dinh khac, tir d6 kiém soét “su lién lac
(communication)” gilta cac dinh nay o

= Goi 0., 1 56 dudng di ngan nhét giita céc dinh v va w
trong do thi G, va 0., (u) la s6 dudng di ngan nhat (v, w) di
qua dinh u, trong d6 u, v v& w déu khac nhau.

m D9 trung tAm trung gian clia v dugc tinh bdi cong thirc:

Baw= Y e

Ovw
v,weV,vEurw

m Vi du, trong mang ludi twong tac protein ctia men nd (yeast
protein interaction network), d6 trung tam trung gian trung
binh cho cdc protein thiét yéu cao hon nhiéu so véi cac
protein khéng thiét yéu
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Thuat toan Gale-Shapley

Gigi thiéu

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

m Bai toan dugc dat ra: Ghép cap gilta cac thuc tap sinh y
khoa va céc bénh vién

m Mbi bénh vién cé mot danh sach uu tién vé cac thuc tap
sinh e Thuat toan Gale-Shapley

m Mbi thuc tap sinh c6 mdt danh sach uu tién vé cac bénh
vién

m Muyc tiéu: Tim mét cach ghép cap sao cho khong ton tai )
cap (bénh vién, thuc tdp sinh) nao déu thich nhau hon doi
tugng hién tai cGia ho

m Thuat todn Gale-Shapley (1962) giai quyét bai toan nay
[Gale and Shapley 1962]
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Thuat toan Gale-Shapley

Dinh nghia va M6 ta thuat toan

| Ghép cap 6n dinh (Stable Matching) | .

Cho hai tap hap cac dbi tugng A va B ¢é cung kich thudc. M6i dbi
tuong trong A va B ¢6 danh sach xép hang uu tién riéng vé tat ca
cac dbi tuong trong tap kia. Mot ghép cap M 1a én dinh (stable) néu
khong ton tai cap (a,b) véia € Avab e B sao cho:

(1) a va b khong dugc ghép vdi nhau trong M

(2) a thich b hon dbi tugng hién tai clia a trong M

(3) bthich a hon dbi tugng hién tai cla b trong M

\

= O méi vong I3p cla thuat toan
m Mbi bénh vién chua ghép dbi gii d& nghi dén thuc tap sinh cao nhét
trong danh sach ma ho chua gt d& nghi trudc dé
m Mdi thuc tap sinh chon dé nghi t6t nhét trong s6 cac dé nghi nhan
dugc va ti chdi cac dé nghi khac
m Bénh vién bj tir chéi sé gl d& nghi dén ting vién tiép theo trong
danh sach clia ho trong vong ké tiép
m Thuét toan két thiic khi moi bénh vién déu dugc ghép doi hoac da
glti @é nghi dén tat ca (ng vién trong danh séch cla ho

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

@ Thuat todn Gale-Shapley
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Thuat toan Gale-Shapley

Dinh nghia va M6 ta thuat toan

Thuat toan 1: Thuat todn Gale-Shapley (bénh vién dé xuét)
Input: Danh séch uu tién cla bénh vién va thuc tap sinh
Output: Tap cac cap ghép doi on dinh .
1 Khéi tao tat ca bénh vién va thuc tap sinh déu chua dudgc ghép doi
2 while cé bénh vién h chua dugc ghép doi va h chua gii dé nghi dén
tat c3 thue tap sinh do

3 s « thuc tap sinh cao nhét trong danh sach uu tién clia h ma h
chua g dé nghi

4 if s chua dugc ghép déi then

5 | ghépdaihvas

6 else

7 h' < bénh vién hién tai cla s

8 if s thich h hon I’ then

9 hly ghép doi (r’', s)
10 ghép dbi (h, s)
1 dat »’ la chua dugc ghép doi

12 return tp cdc cap ghép doéi

28

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Thuat todn Gale-Shapley



Thuat toan Gale-Shapley

Vi du minh hoa

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

(=) )

Sl>S2>S3 H2>H1>H3

®
()

SQ>51>53 Hy > Hy > Hj
S1> 853 > 5 H, > Hy > Hjg

Khéi tao: Moi bénh vién (H;) va thuc tap sinh (S;) déu chua ghép doi
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Thuat toan Gale-Shapley

Vi du minh hoa

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Db thi web va mét s6 mang
@ ;;1:“ or .

Mang sinh hoc

S1 > S > S3 Hs; > Hy > Hs Thust todn Gale-Shapley

Sy > 51 > H, > Hy > Hj
S1 > S3> 5, Hy, > Hy > Hs

Vong 1: M&i bénh vién glii dé nghi dén thuc tap sinh wa thich nhéat
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Thuat toan Gale-Shapley

Vi du minh hoa

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Tam chap nhan :

S1 > S5 > 53 ’ Hy > Hy > H3 Mang sinh hoc

./\.me Thuét todn Gale-Shapley
Sy > 51 >1153 Hy > Hy, > Hj3
S1 > 853 > 59 H, > Hy, > Hj

Vong 1 (tiép): Sy chon Hy (vi Hy > Hs), S, chdp nhan H,
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Thuat toan Gale-Shapley

Vi du minh hoa

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Tam chép nhan

51 > SQ > S3 . R H2 > H1 > H3 Thuan;)éne;\le-snap\ey
Tam chap nhan

@ ¢

SQ>S1>S3 R H, > Hy, > Hj
@/D%C
S1 > 853> 55 H, > Hy, > Hj

Vong 2: H bi ti chéi, glii dé nghi dén thuc tap sinh thi 2 12 S5
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Thuat toan Gale-Shapley

Vi du minh hoa

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Tam chap nhan

Mar h hg

Sl > SQ > S3 2 R H2 > Hl > H3 Thué(t;énG;le-Shap\ey
Tam chap nhéan

Z

Sy > 851 > 53 B H, > Hy, > H3
Tam chap nhan

S1 > 83 > 59 H,{ > Hy, > H3
Vong 2 (tiép): S5 chap nhan Hs (vi chua cé dé nghi nao khac)
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Thuat toan Gale-Shapley

Vi du minh hoa

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

D4 thi web va mét sé mang
I

S1 >S9 > S5 Hy, > Hy > H3 ,‘h:
SQ>S1>S3 H1>H2>H3
Sl>53>52 H, > Hy, > Hj3

Két qua cubi cung: (Hy,S1), (Hs, S), (Hs, S3)
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Thuat toan Gale-Shapley

Mot vi du phuc tap hon

@

S1>S2>53>S4

®

SQ>S1>S4>S3

®

S3>S1>SQ>S4

S4>Sg>S1>Sz

Khai tao: Danh sach uu tién clia cac bénh vién (H;) va thuc tap sinh (S;)

©

H2>H1>H3>H4

©

H1>H3>H4>H2

©

H4>H2>H3>H1

H3>H1>H2>H4

i

)

&
*Ounoc Ty nHen!

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Do thi web va mét s6 mang
Iudi tuong ty

Man héi

Mang sinh hoc

Thuat todn Gale-Shapley




Thuat toan Gale-Shapley

M6t vi du phtic tap hon

. Ly thuyét dé thi |
bé nghl Hoang Anh Burc

|

S1>SQ>S3>S4 H2>H1>H3>H4

mét sb mang

Dé nghi

Thuat todn Gale-Shapley

]

So > 851> 854> 53 H, > H3 > Hy > Ho

Dé nghi

|

S3> 851 >8,>85, H, > Hy, > H3 > Hy

Dé nghi

|

Sy > S3> 851> 85, H; > Hy > Hy > Hy

Vong 1: M&i bénh vién glii dé nghi dén thuc tap sinh ua thich nhat
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Thuat toan Gale-Shapley

M6t vi du phtic tap hon

S1>SQ>S3>S4

S2>51>S4>S3

S3>51>S2>S4

S4>S;;>S1>S2

Tam chép nhan

Tam chép nhan

Tam chép nhan

Tam chép nhan

Hy, > Hy > H3 > Hy

H, > H3 > Hy > Ho

H4>H2>H3>H1

H3>H1>H2>H4

Vong 1 (tiép): Tat ca thuc tap sinh déu chap nhan dé nghi

28

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

mét sb mang

Thuat todn Gale-Shapley



Thuat toan Gale-Shapley

M6t vi du phtic tap hon

Tam chép nhan

S1>SQ>S3>S4 H H1>H3>H4

&)

Dé nghi
52> 51> 54> 5 Tam chép nhan

g > 51> 52 > S Tam chép nhan

Sy > S3> 851> 85, Hs > Hy > Hy > Hy

Vong 2: H, dé nghi v6i S (vi S, da tir chbi Hs)

H, > H3 > Hy > Ho

H4>H2>H3>H1

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

D4 th va mdt s6 mang

Thuat todn Gale-Shapley
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Thuat toan Gale-Shapley

M6t vi du phtic tap hon

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

Sl>SQ>Sg>S4 H H1>H3>H4

mét sb mang

Thuat todn Gale-Shapley

()

am chap nhan
Sz>Sl>S4>Sg 4 H1>H3>H4>H2

Tam chap nhan

Sg>Sl>S2>S4 4 H4>H2>H3>H1

Tam chap nhan

S4>53>S1>Sg H3>H1>H2>H4

Vong 2 (tiép): S, thich H, hon Hy nén chap nhan H, va tir chbi H,
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Thuat toan Gale-Shapley

M6t vi du phtic tap hon

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

S1> 82> 853> 85, H Hy > Hs > Hy

mét sb mang

am chép nhém Thuét toén Gale-Shapley

So>851> 854> 53 Tam Chép nhan H, > Hs; > H,; > H>

S3 > S51 > 53 > 8. X N Hy > Hy > H3 > H-
3 1 2 4 Tam chép nhan 4 2 3 1

Sy > S3>851 > 5 H3 > Hy > H > Hy

Vong 3: H; bi tir chéi, nén dé nghi véi thuc tap sinh thi 2 13 S,
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Thuat toan Gale-Shapley

M6t vi du phtic tap hon

(o

(&
01 woc Ty nmien|

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

S1>SQ>S3>S4 H H1>H3>H4

D4 thi web va mdt s6 mang
1U6i tuong ty

Man hoi
Mang sinh hoc
Thuat todn Gale-Shapley

Sy > 851 >8,>85;3 Hy > Hs > Hy > Hy
S3> 851> 8, >8, Hy> Hs > H3y > Hy

|
!

Sy > S3> 851> 85, Hs > Hy > Hy > Hy

Két qué CUéi: (Hl,Sz), (Hz,sl), (H3,S3), (H4,S4)
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Thuat toan Gale-Shapley

Tinh chét

Ly thuyét dé thi |
Hoang Anh Buc

,.4 Pinh ly 8: Tinh chét cla thuat toan Gale-Shapley ]—

1. Thuét todn lubn két thuc sau hitu han budc

2. Két qua la mét cdp ghép 6n dinh

3. Két qua la cdp ghép 6n dinh tbi vu cho bén dé xuat
(bénh vién)

4. Két qué la cdp ghép On dinh té nhat cho bén dudc dé
xuat (thuc tap sinh)

1U6i tuong ty
Mar ho

Mang sinh hoc
@ Thuat todn Gale-Shapley

m Thuét toan Gale-Shapley c6 d6 phuc tap thoi gian O(n?),
trong do n la so lugng thanh phan trong moi tap hgp

m Dudc 4p dung réng rai trong nhiéu linh vuc: ghép cdp sinh
vién vdi truong dai hoc, ghép cap thuc tap sinh y khoa véi
bénh vién, ...
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