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Cay

Gigi thiéu

Ly thuyét do thi Ill
m Don db thi v6 hudng T = (V, E) dugc goi la mét cdy (tree) Hoang Anh Dic
neu 7' la d6 thi lién thong va khéng co chu trinh Gidi thisu

m Don d6 thi v6 hudng T = (V, E) dugc goi la mét ring
(forest) neu T' la d6 thi khéng co chu trinh

a b a b a b a b

c d c d c d c d

e f e f e f e f
Gy Go Gs Gy

Hinh: G1, G2 la cay. Gs, G4 khéng la cay. G4 la riing. G5 khong la riing
Bai tap 1
Céc d6 thj hai phan day dl K, ,, (m,n € Z*) nao la cay?
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Cay

Gigi thiéu

Bai tép 2 Ly thuyét &6 thi I
PN .- . s PN . N A Hoang Anh Burc
D6 thi nao trong cac dob thi sau la cay?
Gidi thiéu
(a) (b)
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Cay

Mét s6 tinh chat clia cay

. , Ly thuyét dé thi lll

Dlnh Iy 1 Hoang Anh Buc
Mgt dé thi vo hudng G la mét cdy khi va chi khi gida hai dinh

bat ky ctia G ton tai mét duong di don duy nhat Mt i chit ola

Ching minh.
(=) Giasl G la cay
m Do G lién thong, véi hai dinh bat ky u, v € V, ton tai mot
duong di don gilta u va v
m Ta chitng minh dudng di nay 1a duy nhat. Gia st phan
chitng réng cé it nhat hai dudng di don P = v, v1, . .., v Va
Q = wo, w1, ..., we khac nhau gitra hai dinh u va v, voi
Vo =W =uVa U = Wy =0
B Do v = wo, ton tai i théa man v; = w; véi moi 0 < j < iva

Vitl F Witl .
m Do vy = wy, tOn tai p > ¢ + 1 nho nhat thoa man
vp € {wi, ..., we} hodc wp € {vj,...,vx}. Gid sl vp = wy
VvGi ¢ > i nhd nhat ¢ thé
B v, vi01,..., Up va Wy ooy Wi41, W4 tao thanh mét chu trinh

trong G, mau thuan véi gia thiét G la cay "



Cay

Mét s6 tinh chat clia cay

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

, M6t sb tinh chét clia
Chiing minh (tiep). “"”
(<) Gid st v6i moi cap dinh u,v € V, tdn tai mot duding di don
duy nhét gitta u va v trong G
m Theo dinh nghia, G la lién théng
m Ta chiing minh G' khéng c6 chu trinh. Gia sl phan chiing
réng t6n tai mot chu trinh C trong G. Do dé, véi hai dinh u, v
bat ky thudc C, ¢ hai dudng di don khac nhau néi v va v,
mau thun véi gia thiét ton tai duy nhat mot duding di don
giira hai dinh bat ky trong G
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Cay

Mét s6 tinh chat clia cay

Pinh ly 2 Ly thuyét 6 thi I

: y Hoang Anh Buc
Moi cay T = (V, E) v6i|V| > 2 ¢G it nhét hai dinh bac 1

Chlj’ng minh. :\:/léc_”;tsﬁtl'nhchétcﬂa

Lay mét duding di don dai nhat vo, vy, . .., vy, trong T'. Bac clia vy va
v, déu bang 1, néu khong ta cé thé tim dugc mét dudng di dai hon o

Pinhly 3 ]

Moi cdy gém n dinh cd chinh xdcn — 1 canh

Ching minh.
Quy nap theo n
m Budc cd s V6in = 1, cay gém 1 dinh ¢6 0 canh
m Budc quy nap: Gia st moi cdy gom k dinh ¢ chinh xac k — 1
canh, véi k > 1. Ta chitng minh moi cay T goém k -+ 1 dinh c6
chinh xac k canh. Théat vay, do T 1a mét cay, 7' c6 mot dinh « bac
1 nao dé. T — u la mot cay gom k dinh va theo gia thiét quy nap
c6 k—1canh.Dodo6, T cé (k—1)+1=kcanh
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Cay

Mét s6 tinh chat clia cay

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

B‘al tép 3 N N M6t s6 tinh chét clia
Ching minh rang mét do thi G = (V, E) 1a mét cay khi va chi cay
khi G khong c6 chu trinh va v6i moi cdp dinh u, v € V théa mén

uv ¢ F, do thi G + uv ¢é chinh xac mét chu trinh

Bai tap 4

Gia sl mét cay T = (V, E) c6 sb cac canh la mét s6 chan.

Chutng minh rang ton tai mot dinh trong 7' ¢ bac chan

Baitap 5

Cho T = (V, E) la mét cay. Goi A Ia bac I6n nhat clia mét dinh

trong 7', nghia la, A = max,cy degy(v). Chirng minh rang 7' ¢6

it nhat A dinh bac 1
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Cay

Mét s6 tinh chat clia cay

Ly thuyét dé thi 11l
Hoang Anh Buc

o Mét s6 tinh chét clia
cay

Baitap 6

Cho T = (V, E) la mét cay véi |V| > 1. Gi st néu v 1a mét
dinh lién ké vai mét dinh bac 1 trong 7' thi deg;(v) > 3. Chiing
minh rang ton tai hai dinh bac 1 trong T ¢6 chung mét dinh lién
ké v6i hai dinh d6

Bai tap 7
Mét riing bao gém n dinh va ¢ cay (méi cay Ia mot thanh phan
lién thong cuda riing) c6 bao nhiéu canh?
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Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét do thi Ill
Mot cdy co géc (rooted tree) 1a mot cay trong d6 moét dinh dugc Hoang Anh bite
coi la dinh goc (root) va moi canh dugc dinh hudng xa khoi
dinh goc. Ta ky hiéu mét cay T vdi goc r bang cap (T, r)

a Cay c6 gbc

Cay T Cay T véi gbc a Cay T véi gbe ¢

Théng thung, mét cay ¢6 goc (T',r) dudgc vé véi dinh géc &
trén dinh cda do thi. Khi dé, ta c6 thé bé qua cdc hudng cua
cac canh, do viéc lua chon dinh goc da xac dinh cac hudng nay
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Cay

Cay c6 gbe

, , Ly thuyét do thi Ill
m VGi mot dinh v khac dinh goc clia mét cay c6 goc T Hoang Anh Biic
m Dinh cha (parent) clia v 1a dinh « duy nhat sao cho c¢é mét
canh ¢6 huéng tir u dén v. Ta cling goi v 1& dinh con (child)
cla u.
m Dinh v dudc goi Ia dinh 14 (leaf) néu v khong cé dinh con.  (Dewessee
Cac dinh cé dinh con dudc goi la cdc dinh trong (internal
vertices)
m Cac dinh c6 chung mét dinh cha dudc goi la cdc dinh anh
em (siblings)
m Céc dinh t6 tién (ancestors) clia v 1a cac dinh trén dudng di
tir gbc t6i dinh d6. Cdc dinh con chau (descendants) cla v
|2 céc dinh c6 v Ia mot dinh t6 tién
m Cdy con (subtree) vdi gbc v 1a db thi con clia T' c&m sinh béi
v va cac dinh con chau cla né
m Dinh gbc la dinh duy nhét trong cay khéng cd dinh cha va
la 6 tién cta moi dinh con lai. Dinh gbc ludn 1a mét dinh
trong, trir trudng hop cay chi cé mot dinh duy nhat & dinh
gbe thi dinh gbc 1a mét dinh 14
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Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

m Miic (level) clia mot dinh trong mot cay cé gbc la do dai o
clia dudng di duy nhéat tir gbc dén dinh dé. Mc ctia dinh
gbclao

m D6 cao (height) h clia mot cay cé gbc 1a do dai Ién nhét
clla mot dudng di tir gbc dén dinh 1a. N6i cach khac, do
cao clia mot cay 1a mdc 16n nhat clia mot dinh trong cay
do
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Cay

Cay c6 gbe

Bai té.p 8 Ly thuyét db thi lll

Hay tra I0i cac cau hdi vé cay cé gbe dugc minh hoa nhu hinh rona A pre

vé dudi day

(a) D,?nh nao la dinh
goc?

(b) Céac dinh nao la
dinh trong?

(c) Céc dinh nao la
dinh 14?

(d) Céc dinh nao la
dinh con cla j?

(e) Binh nao la dinh

Cay c6 gbc

cha clia h? (h) Céc dinh nao la dinh con chau
(f) Céac dinh nao la cla b?

dinh anh em cua o? (i) Myc cia méi dinh 1a bao nhiéu?
(9) Cacdinh nao la (j) Vé céc cay con gbc ¢ va gbc e

dinh t6 tién clia m? o



Cay

Cay c6 gbe

m M6t cay c6 gbc T dugc goi 1a mot cdy m-phan (m-ary tree)
(m > 1) néu tat ca cac dinh trong cla T ¢ t6i da 1a m dinh
con. Néu nhu méi dinh trong ctia 7' ¢6 chinh x&c m dinh
con, ta goi 7' 1a mét cay m-phan day dd (full m-ary tree)

m Cay m-phan véi m = 2 dugc goi la cdy nhi phan (binary
tree)

m M6t cay m-phan cé do cao h dugc goi 1a can déi
(balanced) néu tht ca céc dinh 1a c6 mic h — 1 ho&c h

Baitap 9
Trong s6 céc cay sau, v6i m la s6 nguyén duong nao dé, cay
nao la cay m-phan? Cay nao la cay m-phan day di?

T Ty T3

64

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Cay c6 gbc



Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét do thi Ill

m Mot cdy co goc duoc sap tha tu (ordered rooted tree) la Hoaing Anh Bifc
mot céy co goc trong do cac dinh con clia méi dinh duogc
sap xép theo mot thi tu ndo dé

m Ta thuong vé cay co goc dugc sap thi tu theo cach thong o
thudng vai h|eu ngam rang cdc dinh con cla méi dinh
duoc sdp xép theo thi tu tir trdi sang phai

m V6i mot cay nhi phan dugc sdp thit tu, néu mot dinh trong
u ¢6 hai dinh con thi dinh thit nhat duoc goi 1a dinh con
trai (left child), dinh th(t hai dugc goi la dinh con phai (right
child). Tuang tu, cay con cé gbc la dinh con trai dugc goi
la cay con trdi (left subtree) va cay c6 gbc la dinh con phai
dugc goi la cdy con phai (right subtree) clia u

m Céc cay c6 gbe sap thi tu dudc iing dung rong rai trong
khoa hoc may tinh, vi du nhu cac cay phan tich cu phap
(parse trees), cAu trlic cay trong céc tai liéu XML (XML
documents), cu tric cay mé ta cac thu muc va tép
(directories and file system), v.v
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Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét do thi Ill

Dinh ly 4

Hoang Anh Buc
Moi cdy m-phén day dd (m > 1) vdii dinh trong cé chinh xdc
n=m-i+1dinh

Cay c6 gbc

Ching minh.
Moi dinh khéc dinh gbc 1a con clia mét dinh trong nao dé. Do
dé ¢6 m - i dinh con (cla céc dinh trong) va 1 dinh goc

r

Nemeoumell
N\ / 1\ / 1\
@O0 000 YOQO

d e f 7 k1

con cua a con cua b con cua ¢
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Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét do thi Ill

,-‘ Dlnh Iy’ 5 . Hoang Anh Buc

Mét cay m-phén day du vdi
(i) m dinh céi = (n— 1)/m dinh trong va (16)cay o6 gbo
= ((m—1)n+1)/m dinh Ia;
(ii) i dinh trong c6 n = mi+ 1 dinhval = (m —1)i+ 1 dinh
1a;
(iii) ¢ dinhld cén = (ml —1)/(m — 1) dinh va
i=(¢—1)/(m— 1) dinh trong

Bai tap 10

S dung Dinh ly 4, hay chiing minh Dinh Iy 5

Bai tap 11

Chitng minh rang véi moi m > 1, ¢6 nhiéu nhat m” dinh 14
trong mot cay m-phan cé dé cao h. (Goi y: Quy nap theo h)
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Cay

Cay c6 gbc

Mét (ng dung cla cay nhi phan |a cau tric dit liéu cay tim kiém
nhi phan (binary search tree) sit dung dé xdy dung cac thuat
todn tim kiém hiéu qua khi cdc phan t trong tap hop can tim
kiém da duoc sap xép theo thi? tu nao doé

,-‘ Cay tim kiém nhi phan }

N

m L3 cay nhi phan: méi dinh ¢6 i da 2 dinh con (dinh con
trai va dinh con phai)

m Méi dinh dugc gan nhan bang mot khoa (key) tuang ing
v6i phan tl trong tap hop can tim kiém

m Khéa ting v6i mét dinh /dn hon tat ca cac khoa cda dinh
trong cdc cdy con trdi va nhé hon tat ca cac khoa cua
dinh trong cac cay con phai
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Ly thuyét do thi Ill
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Cay c6 gbc



Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét dé thi 11l
Hoang Anh Buc

@ Cay c6 gbc

Hinh: Vi du mét cay tim kiém nhi phan
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Cay

Cay c6 gbe
R B R R . " R Ly thuyét do thi Ill
Thuat toan xay dung cay tim kiém nhi phan Hoaing Anh Bic
Dau vao: Danh sach cac phan tl L = [k, ks, . . . , kn]
Dau ra: Cay tim kiém nhi phan T
1. Th tuc CreateBST(L): (Tao cay tim kiém nhij phan ti (12) cay o6 g

danh sach L)
m Khéi tao 7' 1a cay réng véi mot dinh gbc r
m Gan key(r) = k1
m V6i mbi i tir 2 dén n: Goi thl tuc Insert(T), r, k;)
mTrAvéT . .
2. Thu tuc Insert(7, v, k): (Chén phan ti (cé khda bang) k
vao cay T véi goc v)
m Néu k < key(v):
m Néu v ¢c6 con trai: Goi dé quy Insert(T, con tréi clia v, k)
®m Ngudgc lai: Tao dinh méi w véi key(w) = k va thém w lam con
trai cla v
m Néu k > key(v):
m Néu v c6 con phai: Goi dé quy Insert (T, con phai clia v, k)
m Ngudc lai: Tao dinh méi w véi key(w) = k va thém w lam con
phéi cla v o



Cay

Cay c6 gbe

, Ly thuyét do thi Ill
Vidu 1

Hoang Anh Buc

@ Cay c6 gbc

Hinh: Minh hoa céc budc xay dung cay tim kiém nhi phan véi danh
sach céc phan t&t L = [50, 30, 70, 15, 40, 60, 80, 10, 20, 35, 45, 55, 65,
75, 90)
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Cay

Cay c6 gbe

B‘al té.p 12 Ly thuyét dé thi 11l
Xay dung cay tim kiém nhi phan véi danh sach cac phan t{: o
(a) L =[10,15,20,30,35,40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 90]

(b) L =[50, 35,75, 10,60, 45, 20, 80, 55, 30, 90, 40, 70, 15, 65]
Bai tap 13

St dung the tu bang chir céi (alphabetical order)!, hay xay
dung mét cay tim kiem nhj phan cho cac tu trong cau “The
quick brown fox jumps over the lazy dog”

Bai tap 14

Tr thli tuc Insert (T, v, k), hay viét mét thuat todn dé quy tim
kiem mot phan tl}’ c6 khda bang k trong cay tim kiém nhi phan
T v6i goc v va neu khong tim dugc thi chen mét phan ti méi
c6 khoda bang k vao cay 7' va trd lai vi tri clia phan t& madi nay.
(Gai y: Mot phién ban khdng dé quy clia thuat toan nay la
[Rosen 2012], Thuét todn 1, Trang 795)

TTha ty bang chif (alphabetical order) cai chinh la th( ty tir dién
(lexicographic order) dugc ap dung véi cac chir cai 6

Cay c6 gbc




Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét dé thi 11l

VI’ dU 2 Hoang Anh Buc

Cay c6 gbc

45 < 50: di sang cay con trai

Hinh: Tim kiém phan tr cé gid tri 45 trong cay tim kiém nhi phan .



Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét dé thi 11l

VI’ dU 2 Hoang Anh Buc

Cay c6 gbc

45 > 30: di sang cay con phai

Hinh: Tim kiém phan tr cé gid tri 45 trong cay tim kiém nhi phan .



Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét dé thi 11l

VI’ dU 2 Hoang Anh Buc

Cay c6 gbc

45 > 40: di sang cay con phai

Hinh: Tim kiém phan tr cé gid tri 45 trong cay tim kiém nhi phan .



Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét dé thi 11l

VI’ dU 2 Hoang Anh Buc

Cay c6 gbc

45 = 45: D4 tim thay!

Hinh: Tim kiém phan tr cé gid tri 45 trong cay tim kiém nhi phan .



Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét do thi Ill

Mét (tng dung khéc clia cay nhj phan dugc thé hién trong dinh
ly sau
Dinh Iy 6

Hoang Anh Buc

Moi thudt todn sdp xép n phan tir nao do dua trén cdc phép | (=)o essse
so sanh hai phan tir bat ky can su dung it nhat [log(n!)] phép
So sdnh trong trudng hop xau nhat

m Do log(n!) = ©(nlogn), mét thudt todn sap xép n phan tr
trong trudng hop xau nhét can ©(nlogn) phép so sanh la
mgt thugt toan t6i uu, theo nghia & khéng ton tai thuét
toan sap xep nao khdc co thoi gian chay trong thoi gian
xau nhat tét hon

m Y twdng: Md hinh cac thuat todn bing cay nhi phan day
du vdi cdc dinh trong la céc phép so sanh va cdc dinh 14 1a
cdc két qua thu duoc khi di tir gbc (goi la cay quyét dinh
(decision tree)). S6 phép so sanh st dung dé ra mot két
qué chinh 1a do cao ctia cay quyét dinh ”



Cay

Cay c6 gbe

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay c6 gbc

Hinh: M hinh thuat todn sap xép day ba phan tir a, b, c bang cay
quyét dinh

Baitap 15
V6i moi m > 1, chitng minh rang trong mét cay m-phan cé ¢
dinh 14 va c6 do cao h, tacé h > [log,, /]
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Cay

Cay c6 gbe

Vi du 3 (Ung dung khac cla céy quyét dinh)
Ta st dung cay quyét dinh dé giai cau dé tim ddng xu gid quen
thudc sau: Gia st c6 bay dong xu, tat c& cé clung trong luong,
va mot déng xu gia cé trong lugng nhe hon cac ddng xu khéc.
Can bao nhiéu 1an can bang cach st dung mot can dia dé xac
dinh déng xu nao la dong xu gia? Hay dua ra thuat todn dé tim
dong xu gia nay
m M6t can dia cho ra ba két qua: bén trai nhe hon, bén phai
nhe hon ho&c hai bén bang nhau = Cay quyét dinh |a cay
3-phan
m Co tat cd 8 dong xu = Cay quyét dinh ¢ it nhat 8 dinh 14
(mbi dong xu déu cé thé la gid)

m Cay quyet dinh c6 d6 cao h > [log;(8)] = 2 (Ba| tap 15) =

Cén t6i thidu 2 1an can dé xac dinh dong xu gia

64

Ly thuyét do thi Ill
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Cay c6 gbc



Cay

Cay c6 gbe

- ‘A Ly thuyét dé thi 11l
Vi dU 3 (t|ep) Hoang Anh Biic
[{1.2.3} : {456}
< - Z Céycdgéc

{1} : {2} {4} : {5}

Khéng thé xay ra

Hinh: Cay quyét dinh tim dong xu gid trong s6 8 dong xu danh s6
1,2,...,8.Chican 2 lan can 13 di dé xac dinh ddng xu gia

Bai tap 16

Can it nhat bao nhiéu 1an can bang can dia dé tim mét dong xu
gia trong s6 bdn dong xu néu ddng xu gia cé thé nang hon

hodc nhe hon cac dong xu khac? Mé t& mot thuat todn dé tim
dong xu gia bang sb 1an can nay o



Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

m Cay c6 gbc dudc sap thit tu thudng dugc st dung dé /uu
trir théng tin. D& truy cap di liéu, can cé cac thuat toan dé
tham (duyét) méi dinh clia cay cé gbc dugc sap thir tu

m Mot sb thudt todn quan trong dé duyét tat c cdc dinh ctia  (ar)ouetcay cs gbe
mét cdy cd gbc duoc sdp thi tu

m Duyét tién thit tu (Preorder traversal)
m Duyét trung tha ty (Inorder traversal)
m Duyét hau th( ty (Postorder traversal)

m Cay c6 gbc duac sip thit tu ciing cé thé dugc st dung dé
biéu dién cac loai biéu thuc khac nhau, chang han nhu
cdc biéu thirc sb hoc bao gdm so bién va cac phép toan.
Thi ty duyét cay cd goc dugc sap tha tu cling cé thé duoc
st dung trong viéc danh gid (evaluation) céc biéu thiic
biéu dién bdi cay do
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill

Hé thong dia chi phé quat (universal address system)
m Goc c6 nhan 0
m Céac dinh con cla gbc dugc gan nhan 1,2, ..., k tU trai
sang phai
m VGi mbi dinh v & mic n v&i nhan A, gan nhan cho k, dinh  (Ge)ouercay s aoo
con ctia né theo thit ty tir trai sang phai, vdi cac nhan A.1,

Hoang Anh Buc

A2, ..., Ak,
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill

Trong hé théng dia chi phé quat:

m V6in > 1, dinh v & miic n cé nhan z; ... z,,, thé hién
duding di duy nhat ti gbc dén v di qua dinh z; & mic 1, 2,
dmic?2,...,z, dmicn

m Céc dinh c6 thé dudc sap xép theo thi tur tir dién
(lexicographic order): Dinh ¢6 nhan z,.zs. .. .. 2, NhG hon  (@)owetcares goe
dinh ¢ nhan y;.ys. . .. .y, Néu tdntaii, 0 < i < n, sao cho
Ty =Y1, T2 = Y2, ..., Ti—1 = Yi—1 VA x; < y;; hodc néu
n<mvax; =y;Voimoii=12,...,n

Hoang Anh Buc
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét dé thi 11l
Hoang Anh Buc

Baitap 17
Gi4 st dia chi clia dinh v trong cay cé gbc duoc sap thi tu 7' 1a
3.4.5.2.4.
a) v nam & mic nao?
b) Dia chi clia dinh cha cla v la gi?
)
)

@ Duyét cay c6 géc

c) Sb lugng dinh anh em it nhat ma v cé thé cé |a bao nhiéu?

d) Néu v ¢ dia chi nhu trén, s lugng dinh nhd nhét c6 thé
c6 trong T 1a bao nhiéu?

(e) Tim cac dia chi khac ma bat budc phai xuat hién trong cay.

(
(
(
(
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Cay

Duyét cay cé gbc

Duyét theo tién thi tu (preorder traversal), trung thi? tu (inorder
traversal), va hdu thu tu (postorder traversal)
m Vé mot duong cong bao quanh cdy c6 gbc duoc sdp thit
tu, bat dau tir goc va di chuyén doc theo cac canh
m Liét ké céc dinh theo tién thi tu

bang céch liét ké méi dinh ngay (A)

lan dau tién dudng cong di qua

né (BY (O
m Liét ké cac dinh theo trung thir tu

bing céch iét ké mot dinh 14 O N®) (®

ngay lan dau tién dudng cong di  _ 5

N S Tién thit tu: A B, D,
qua no va liét ké moi dinh trong Trung thit ty: D. B E,
vao lan thtt hai dudng cong di - Hau thit ty: D, E, B,
qua nod

"‘I>m
Islule
> N

m Liét ké cac dinh theo hdu thif tu bang cach liét ké méi dinh
vao lan cudi cung né dugc dudng cong di qua khi quay tré
lai dinh cha cta né

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Duyét cay c6 géc
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill
_ , ; } } . N Hoang Anh Buc
C6 thé biéu dién cdc biéu thuc phic tap, nhu cac ménh dé hop
thanh, cac phép ket hop tap hop, va cac biéu thirc so hoc bang
céch st dung céy co goc dugc sdp thu tu'. Vi du, xét viéc biéu
dién mot biéu thuc so hoc (arithmetic expression) lién quan
den cac phép toan + (cdng), — (trir), x (nhan), / (chia), va 1
(Iay thura)
m Céac dau ngoic don dudc st dung dé chi ra th( tu clia cac
phép toan
m Mot cy cb gbe dugc sap thi tu c6 thé dugc st dung dé
biéu dién cac biéu thiic nhu vay, trong dé cac dinh trong
biéu dién cac phép toan, va cac dinh 14 biéu dién céac bien
hoac so
m M6i phép toan thuc hién trén cay con trai va cay con phai
cla né (theo thit ty do)

Duyét cay c6 géc
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Cay

Duyét cay c6 gbc

Ly thuyét do thi Ill

VI’ dU 4 Hoang Anh Buc

1. Xay dung cay con x + y

Duyét cay c6 géc

Hinh: Xay dung cay biéu dién biéu thic ((z +y) 1 2) + ((z — 4)/3)
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill

VI’ dU 4 Hoang Anh Buc
2. Thém phép Iy thira 1 2

Duyét cay c6 géc

Hinh: Xay dung cay biéu dién biéu thic ((z +y) 1 2) + ((z — 4)/3)
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill

VI’ dU 4 Hoang Anh Buc

3. Xay dung cay con z — 4

Duyét cay c6 géc

Hinh: Xay dung cay biéu dién biéu thic ((z +y) 1 2) + ((z — 4)/3)
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill

VI’ dU 4 Hoang Anh Buc

4. Thém phép chia cho 3

Duyét cay c6 géc

Hinh: Xay dung cay biéu dién biéu thic ((z +y) 1 2) + ((z — 4)/3)
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill

VI’ dU 4 Hoang Anh Buc

5. Két hop véi gbc +

Duyét cay c6 géc

Hinh: Xay dung cay biéu dién biéu thic ((z +y) 1 2) + ((z — 4)/3)
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill

VI’ dU 4 B?.l t?p ,1 8 » 2 n , Hoang Anh Buc
Liét ké cac dinh cua cay trong Vi du
4 bang cach duyét theo (a) tién th
ty, (b) trung tha ty, va (c) hau tha tu

Duyét cay c6 géc

Hinh: Xay dung cay biéu dién biéu thic ((z +y) 1 2) + ((z — 4)/3)
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Cay

Duyét cay cé gbc

Cay nhi phan tuong ting véi biéu thiic s6 hoc (nhu trong Vi du 4)
c6 thé dugc st dung dé biéu dién cdc dang khdc nhau cla biéu
thire d6 dua vao cac cach duyét cay

,.{ Dang trung t6 (infix form) ]

\

m Duoc tao bang cach duyét cay theo trung thir tu': Toan hang
bén trai cla toan ti dugc duyét trude, sau dd la toan tl, va
cubi cling 1a toan hang bén phai clia toan to

m Tinh todn mot bidu thiic & dang trung t6:

m Thuc hién t trai sang phai

m Khi gap mét toan tir, thuc hién phép toan tuang tng véi hai
todn hang ngay bén tréi va bén phéi cia toan t nay

m Khi mét phép todn dugc thuc hién, két qua sé dugc xem nhu
mét todn hang mdi

Vidub
m Dang quen thuéc: (z +y)? +

m DGi vdi cay trong Vi du 4: ((z+y) 12) + ((x — 4)/3) (can thém
céc ngoac don moi khi gap mot toan ti dé tranh nham lan)

r—4

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Duyét cay c6 géc
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Cay

Duyét cay cé gbc

Cay nhi phan tuong ting véi biéu thirc sb hoc (nhu trong Vi du 4) L:"f“yé;"i::”
c6 thé dugc st dung dé biéu dién cdc dang khac nhau cta biéu ¢
thire d6 dua vao céc cach duyét cay

,-[ Dang tién to (prefix form) }

m Dudc tao bang cach duyét cay theo tién thi? tu': Toan tor Duyét cdy 6 gbc
dudc duyét trudc cac toan hang ctia nd
m Con dudc goi la ky phdp Ba Lan (Polish notation) (dat theo
tén nha l6gic hoc Ba Lan Jan tukasiewicz)
m Tinh todn mt biéu thirc & dang tién t6:
m Thuc hién tir phdi sang trdi
m Khi gap mét toan tiz, thuc hién phép toan tuong ting véi hai
todn hang ngay bén phai cua toan tu nay
m Khi mét phép toan du'oc thuc hién, két qua sé duoc xem nhu
mét toan hang moi

Vidu6

m D6i v6i cay trong Vi du 4: + 1 +2y2/ — 243 (khéng can ngodc
don)
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Cay

Duyét cay cé gbc

Cay nhi phan tuong ting véi biéu thirc s hoc (nhu trong Vi du 4) L:"f“yé;"i:;"'
c6 thé dugc s dung dé biéu dién cac dang khac nhau clia biéu oeng e
thirc dé dya vao cdc cach duyét cay

,.{ Dang hau t6 (postfix form) }

m Duoc tao bang cach duyét cay theo hau thi? tu: Toan (36) Duyst cay o6 gbe
duoc duyét sau céc toan hang cla né
m Con duoc goi la ky phap Ba Lan nghich dao (Reverse
Polish notation)
m Tinh todn mot biéu thirc & dang hau t6:
m Thuc hién t trai sang phai
m Khi gdp mét toan ti, thyc hién phép toan tuang Ung véi hai
toan hang ngay bén trdi cta toan tix nay
m Khi mét phép todn duoc thuc hién, két qué sé dugc xem nhu
mot todn hang mdi

Vidu7
m D6i v6i cay trong Vi du 4: zy + 2 1 4 — 3/+ (khdng can ngoic
don)
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Cay

Duyét cay cé gbc

i

\;,l

LS
01 woc Ty nmien|

%

Jo

o

Vi du 8 (Tinh toan biéu thiic dang tién t6)

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc
Biéu thirc tién t6: + * 345
+ * 3 4 5
Budc 1: Gap toan tir +, can Duyét cay o6 gbc
=4 < il
U * 3 4 0 hai toan hang
+ o 3 4 5 I13;’dc 2: Tinh x34 =3 x4 =
~
3x4=12
+ 12 5 5Bu;d(i:73: Tinh +125 = 12 +

12+5=17/

17

Két qua cubi cling

Hinh: Minh hoa qua trinh tinh todn biéu thiic dang tién t6 + x 345
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Cay

Duyét cay cé gbc

il

LS
01 woc Ty nmien|

%

Jo

o

Vi du 9 (Tinh toan biéu thirc dang hau td)

Ly thuyét do thi Ill
Biéu thirc haut6: 34 « 5 +

Hoang Anh Buc

3 4 * 5 +

. @ Duyét cay c6 géc
Budc 1: Gap *, ap dung voi

3 4 * 5 a hai todn hang trudc né

N

3x4=12

PN
19 5 : Budc 2: Gap +, ap dung
véi hai toan hang trudc né

AN e

17

Két qua cubi cling

Hinh: Minh hoa qué trinh tinh todn biéu thiic dang hau t6 34 * 5 +
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Bai tap 19
(a) Biéu dién bidu thirc ((z +2) 1 3) * (y — (3 + x)) — 5 bang
cay nhi phan
(b) Viét biéu thiic nay & dang tién t6
(c) Viét biéu thirc nay & dang hau t6
(d) Viét biéu thiic nay & dang trung to

Bai tap 20
V& cay c6 goc dugc sap thi ty tuong ting véi méi biéu thirc s
hoc dugc viét g’f dang tién t6 sau day. Sau do viét méi biéu thirc
& dang trung to.

(@) +*+ — 53214

(b) ++23-51

(c) */93 4 %24 — 76
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Cay

Duyét cay cé gbc

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Bai tap 21

Gia tri clla méi biéu thic tién t6 sau 1a bao nhiéu?
() —*2/843

(b) T —%33%425

(C) +—132123/6—42

(d) *+3+313+333

@ Duyét cay c6 géc

Bai tap 22

Gié tri clia mbi biéu thirc hau t6 sau 1a bao nhiéu?
(a) 521 — —314 + +=

(b) 93/5 + 72 — x

(C) 322153 —84/ % —
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc
Cho G = (V, E) la mét don dbd thi. Mét cay bao trum (spanning
tree) clia G la mot do thi con T’ clia G thda man diéu kién T la
mot cay va T chira tat ca cac dinh cla G
a b C d Céybaotrum
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi 11l

Pinh ly 7

Hoang Anh Buc
Moi don do thi lién théng G cé mot cdy bao trum ]
Ching minh.
Ta xay dung mét cay bao trium cla G nhu sau
m LAy mot chu trinh trong G néu cé (2) y bao i
m X6a mét canh ti chu trinh d6. D thj méi thu dugc van 1a
lién thdng
m Lap lai cac budc trén dén khi khéng cé chu trinh trong G
Do G ¢6 hitu han sb dinh, cubi cung ta thu dugc mét cay bao
trum cla G (Tai sao?) O
Bai tap 23
(a) Don db thi vé huéng lién théng ndo cé chinh xac mot cay
bao trum?
(b) Khi ndo thi mét canh clia mot don dé thi v6 hudng lién
thong phai thudc moi cay bao trum clia do thi d6? o




Cay

Cay bao trum

-

w

N o o &

-]

Ly thuyét do thi Ill

Cho G = (V, E) la mét don db thi v6 hudng lién thong. Ta trinh
bay thuat toan duyét theo chiéu séu (depth-first search, DFS)
dé tim mot cay bao trum cla G

Hoang Anh Buc

Thuat toan 1: Duyét theo chiéu sau
Input: G: don db thi vé huéng lién théng véi cac dinh
V1,0V, .., Up (43) cay bao trim
Output: Cay bao trum T
procedure dfs(G):
T := cay cb chinh xac moét dinh v,
visit (vy1)

procedure visit(v: mét dinh cua G):
for méi dinh w lién ké vdiv va chua thuéc T do
Thém w va canh vw vao T'
L visit(w)

return T’
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Cay

Cay bao trum

il

P
01 woc Ty nmien|
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Jo

o

Ly thuyét do thi Ill

Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

BAat dau thuat toan: Khdi tao 7" véi dinh v,
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Cay bao trum
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Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Goi visit (v1), xem xét cac dinh lién ké v, va vs

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém vy va canh vivy vao T

64
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Cay

Cay bao trum
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Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Goi visit (v2), xem xét cac dinh lién ké v, va vs

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém v, va canh vovy vao T

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Goi visit (vy), xem xét dinh lién ké vg

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém vg va canh vyug vao T'

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Goi visit (vs), xem xét dinh lién ké vs va vy

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém vy va canh vgvg vao T'

64



Cay

Cay bao trum

il
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Ly thuyét do thi Ill

Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Goi visit (vg), xem xét dinh lién ké vg va v; chua thudc T'



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém vg va canh vgug vao T'

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Goi visit (vg), xem xét dinh lién ké v,

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém v3 va canh vgus vao T'
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Cay

Cay bao trum
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Ly thuyét do thi Ill

Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Goi visit (v3), xem xét dinh lién ké v; chua thudc T
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém v; va canh vsv; vao T'

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Quay lui dén visit (vg), xét dinh v chua thudc T

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thém v5 va canh vgus vao T'

64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thuat toan hoan thanh: Cay bao trum T dugc tim thay
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Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Thet ty duyét: vy, vz, v4, vs, Vg, Vg, V3, U7, V5
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
m Trudc mdi lan 1ap trong thl tuc visit (), T 1a cay chia Hoang Anh Dic
toan bd cac dinh da duoc goi bédi thl tuc visit ()
m Thuat toan DFS chay trong thdi gian O(n?) véi don db thi
vd hudng lién thong G = (V, E) bat ky, trong d6 n = |V/|
m visit() dugc goi cho mdi dinh chinh xac mét lan
= MGt canh e trong G dugc xét t6i da hai 1an dé xéc dinh xem (45) cay bao tum
e va mot dau mut clia e c6 thé dugc thém vao cay 7" hay
khéng
m Do dé, thuat toan DFS chay trong thdi gian O(|E|). Chu y
rang |E| < n(n —1)/2 = O(n?)
m Thuat todn DFS c6 thé dugc st dung nhu 14 co s& dé gidi
quyét nhiéu bai toan khac, vi du nhu bai toan tim cac
dudng di va chu trinh trong db thi, bai toan xac dinh cac
thanh phan lién thdng, bai todn tim dinh cat, v.v... DFS
cling la cd s@ cho ky thudt quay lui (backtracking
technique) dugc st dung dé thiét ké céc gidi thuat cho
nhiéu bai toan khé
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Cay

Cay bao trum

m C6 nhiing bai toan chi c6 thé gidi dugc bang cach tim L:mw:;d:zum
kiém trén tap toan bd cac I0i giai. D€ tién hanh tim kiém 15
gi&i mét cach cé hé théng, mot huéng tiép can 1a st dung
cay quyét dinh véi méi dinh trong mé t& mét quyét dinh va
méi dinh 14 Ging véi mét 16i gidi nao d6

m Trong ky thuat quay lui (backtracking), dé tim kiém |oi giai () cay bao tim
mong mubdn, dau tién ta tién hanh mot day cac quyét dinh
sao cho ta cé thé tim dén cac 16 g|a| & cang xa dinh gbc
cang t6t. Mot day cac quyét dinh nay tuong ng véi mot
duding di trong cay quyét dinh tir gbc dén la

m Mot khi ta biét raing khong thé tim dén mot 16i giai mdi xa
hon théng qua day cac quyét dinh, ta lui lai xét dinh cha
clia dinh dang xét hién tai, va tiép tuc tim dén mot I5i giai
khac dua trén mot day cac quyét dinh méi néu cé thé

m Qua trinh nay dudgc Ip lai cho dén khi fim dugc 11 giai
mong mubn hodc két luan rang khong cé 18i gidi nao nhu
thé ton tai
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Cay

Cay bao trum

Bai tap 24 (x)

/
a b c

Hay t6 mau do thi trén bang 3 mau dé (R), xanh 14 cay (G), va
xanh da trdi (B) dua trén ky thuat quay lui da mé ta. (Goi y:
Xem [Rosen 2012], Muc 11.4.4)

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Q Cay bao trum
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Cay

Cay bao trum

Cho G = (V, E) la mét don dé thi vé hudng lién thong. Ta trinh bay Ly thuyet a6 i 1
thuat todn duyét theo chiéu rong (breadth-first search, BFS) dé tim Floang Anh Bie
mot cay bao trum cla G

Thuat toan 2: Duyét theo chiéu rong
Input: G: don db thi vo huéng lién théng véi cac dinh vy, va, ..., v,
Output: Cay bao trum T ‘
T := cay chi chita duy nhat mét dinh v, O
L := danh séach réng
Thém v; vao danh sach L cac dinh chua xét
while L khéc réng do

B4 di dinh thit nhat v tir L

for méi dinh w lién ké vdiv do

if w khéng thudc L va w khéng thudc T then
Thém w vao cubdi danh sach L
L Thém w va canh vw vao T'

© o N O o h N =

10 return T
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Ly thuyét dé thi lll
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [vlﬂ o
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Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [UQ,Ug]] o



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [’1}3, V4, ’U5] 1 64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi lll
Hoang Anh Burc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [vy, vs, vg, 117]] 64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi lll
Hoang Anh Burc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [vs, vg, v7, 118]] 64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [1}6, U7, ’Ug] 1 64



Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [1}7, U8, ’Ug] 1 64



i

Cay

Cay bao trum

)SI

S
“04 Hoc Ty NHIEN

K

Jo

o

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [Ug,l}g]] o
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Ly thuyét dé thi lll
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [’Ug]] o
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Ly thuyét dé thi lll
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

(Danh sach L = [ﬂ -



i

Cay

Cay bao trum

\;,l

LS
01 woc Ty nmien|

(

£
o

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trum

Tha v tham céc dinh: V1, V2, V3, U4, Us, Vg, U7, U, U9
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét do thi Ill
m Trudc mbi lan 1&p vong while, 7' 14 cay chita cac dinh da Hoang Anh Biic
xét (= cac dinh d& bo di tir danh sach L)
m Thuét toan BFS chay trong chay trong thoi gian O(n?) véi
don db thi vé huéng lién thong G = (V, E) bét ky, trong dé
n=|V|
m V6i méi dinh v, thuat todn xét cac dinh lién ké vdi v va thém (o) cay bao rim
céc dinh chua xét vao cubi danh sach L
m M®Gi canh dugc xét nhiéu nhat hai 1an dé xac dinh xem cé
céan thém canh dé va mét dinh dau mut vao cay T hay
khéng
m Do do, thuat toan BFS chay trong thai gian O(|E|), hay ndi
céch khac O(n?)
m Thuat todn BFS 1a co s& dé thiét ké céc thuat toan gidi
nhiéu bai todn khac nhau, vi du nhu bai todn tim céc thanh
phan lién théng, bai toan xac dinh xem mot db thi ¢ phai
dd thi hai phan hay khong, bai todn tim duding di ngan
nhét giira hai dinh, v.v...
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi 11l

B‘a.l tép 25 Hoang Anh Burc
Tim mét cay bao trum cla db thi sau bang
(1) thuat todn tim kiém theo chiéu sau (DFS);
(2) thuat todn fim kiém theo chiéu rong (BFS);
bat dau tir dinh a Sy bao i

a e h i

¢ d
b ! g J

Bai tap 26

Hay md ta cac cay bao trum xuét ra bdi thuat toan tim kiém
theo chiéu rong va thuat todn tim kiém theo chiéu sau khi chay
trén db thi day di K,,, v6i n 1a s6 nguyén duong nao dé
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Cho G = (V, E,w) la mét db thi lién thong vé huéng cé trong
s6. Mot cdy bao trium nhé nhat (m/n/mum spanning tree) cla G
la mot céy bao trum clia G ¢c6 tong trong sb cac canh clia cay
1a nhd nhat c6 thé

Cay bao trim nhd nhat
m Input: D4 thi lién théng vo hudng cé trong sb
G = (V,E,w)

m Output: M6t cay bao trum nhd nhat 7" cla G

m Thuat toan Prim
m Thuat toan Kruskal
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Thuat toan 3: Thuat toan Prim

Input: G = (V, E, w): db thi lién théng v6 hudng cé trong s6
Output: M6t cay bao trum nhd nhat T’ clia G
1 T := mot canh c6 trong s6 nhd nhat
fori:=1ton—2do
e := mot canh cé trong s6 nhd nhéat lién thudc véi mot
dinh clia 7' thda man 7' + e khdng c¢é chu trinh
4 T:=T+e

Cay bao trim nhd nhat

w N

5 return T’
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill

VI’ dU 1 O Hoang Anh Buc
Tim mét cay bao trim nhd nhat T clia 6 thi G = (V, E,w) sau
bang thuat toan Prim

3 1 2 @ Cay bao trim nhd nhat
(d\ s (N3 ( f>
/ -/ \
4 2 4
9 3 h 3 i
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill

@ @ @ Hoang Anh Buc
1
@ @ @ Cay bao trim nhd nhat

Bat dau: Chon dinh b 1am dinh khéi dau
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill

3 @ Hoang Anh Buc
3 _@ Cay bao trim nhd nhat

© O
©

Buéc 1: Thém canh (b, e) vao T. Téng trong sb = 1
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Cay bao trim nhd nhat

Buéc 2: Thém canh (b, a) vao T. Téng trong s6 = 3
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét dé thi 11l
2 3 Hoang Anh Buc
@_@ ______ @
1
1
3 1
1
1
@ <€>— 3 _@ Cay bao trim nhd nhat
2

Buéc 3: Thém canh (e, k) vao T. Téng trong s6 = 5
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét dé thi lll
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@ <€>— 3 _@ Cay bao trim nhd nhat

Buéc 4: Thém canh (b, ¢) vao T. Téng trong s6 = 8
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét dé thi lll
Hoang Anh Buc

@ <€>— 3 Cay bao trim nhd nhat

Buéc 5: Thém canh (c, f) vao T. Téng trong s = 10
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

4 <€>— 3 Cay bao trim nhd nhat

Buéc 6: Thém canh (a, d) vao T. Téng trong s6 = 13
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

<€>— 3 Cay bao trim nhd nhat

Buéc 7: Thém canh (h, g) vao T. Téng trong sb = 16
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill

2 /‘\ 3 Hoang Anh Buc
a b c
G/
3 1 2
<€> Cay bao trim nhd nhat
OO0

O,

Buéc 8: Thém canh (h,4) vao T. Téng trong s6 = 19
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

2 () __3
a b c
N
3 1 2
<@> Cay bao trim nhd nhat
OO0

()
N

Két qua: Cay bao trum nhd nhét véi téng trong sb = 19
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Dinh Iy' 8 Ly thuyét db thi lll

Hoang Anh Buc

Néu T 1a mét cdy bao triam xuat ra béi thut todn Prim vdi do
thi dau vao G = (V, E,w) thi T la mét cdy bao trum nhdé nhat
cta G

Ching minh.
m Thuat todn Prim ludn xuat ra mét cay bao trim (58) cay bao trim nhé nt
] épéc budc trung gian, 7" ludn la cay
m Moi budc trung gian, thuat toan thém mét canh va mét dinh
mdivao T
m Ta ching minh béng phan chiing. Gia sir 7' khéng c6 tdng
trong s nhd nhat
m Goi ET = (e, eq,...,e,) la day cac canh dugc chon theo
thi tu thuc hién cla thuat toan Prim
= Goi U |a mét cay bao trum nhd nhét théa man diéu kién U
¢ chlta k canh dau tién cla ET véi k 16n nhat cé thé,
nghiala ey, e, ..., e, thudc U va ey 1 = zy khong thudc U (e



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill

Chiing minh (tiép).

m Goi IV 1a tap céc dinh clia T tinh dén thdi diém ngay trudc khi
ex+1 = xy dugc chon .

m Goi P la mot dudng di gilta = va y trong U (chu y rang zy
khéng la mot canh cla U) va goi ab la canh dau tién ctia P ¢6
mét dau mdt (a) thuée W va mét dau muat (b) khéng thudée W

m Xétcay baotrum S =U — ab+ zy

m Néu w(a,b) > w(z,y): Tong trong
s clia S nhd hon clia U, mau
thudn vdi gia thiét U 1a cay bao
trum nhd nhét

m Néu w(a,b) = w(z,y): S la mot
cay bao trum nhd nhét va S cé
chia nhiéu canh clia ET hon U,
mau thuan véi dinh nghia clia U

m Néu w(a,b) < w(z,y): Thuat toan
Prim sé chon canh ab thay vi canh
xy, mau thulin véi gia thiét ban
dau 12 zy 1a canh dugdc chon

Cay bao trim nhd nhat
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

m Thuat todn Prim |a mét thuat toan tham lam
m O méi budc xay dung cay bao trim nhd nhat T, thuat toan
Prim chi thém cdc canh ¢ trong s6 nhd nhét lién ké véi mot
dinh cla cay T tinh dén hién tai ma khéng tao thanh chu
trinh mdi
m Thuat todn Prim ¢ thé dugc 1ap trinh dé chay trong thoi
gian O(mlogn) véi dd thi G = (V, E,w) thda man m = |E|
van=|V|
m Thuat toan Prim tuong tu nhu thuat toan Dijkstra tim
dudng di ngan nhéat gitra hai dinh da giéi thiéu trudc dé

@ Cay bao trim nhd nhat
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

Thuat toan 4: Thuéat toan Kruskal

Input: G = (V, E,w): d thi lién théng v6 hudng c6 trong sb
Output: Mot cay bao trum nhé nhat T cla G
1 T := d0 thi réng (khdng cd dinh va canh) (59) Cay bao trim nhé nht

2 fori:=1ton—1do

3 e := mot canh ¢é trong s6 nhd nhat thda man 7' + e
khong cé chu trinh

4 T:=T+e

5 return T’
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill

VI’ du 1 1 Hoang Anh Buc
Tim mét cay bao trim nhd nhat T clia 6 thi G = (V, E,w) sau
bang thuat toan Kruskal

3 1 2 @ Cay bao trim nhd nhat
(d\ s (N3 ( f>
/ -/ \
4 2 4
9 3 h 3 i
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ @ @ @ Cay bao trim nhd nhat

Bat dau: T 13 d6 thj réng. Xét céc canh theo tht tu trong sb6 ting dan.

Hinh: Minh hoa céc budc clia thuat toan Kruskal
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

2|

@ Cay bao trim nhd nhat

OO0
O—0
OO0

©

Budc 1: Thém canh (b,e) vao T. Téng trong s6 = 1.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

O—C
1 2
@ e @ Cay bao trim nhd nhat

O OO

Budc 2: Thém canh (c, f) vao T'. Téng trong s6 = 3.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

(D)——)
1 2
@ e @ Cay bao trim nhd nhat
|

O O O

Budc 3: Thém canh (a, b) vao 7. Téng trong sb = 5.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

1
q@) @ Cay bao trim nhd nhat
2

Budc 4: Thém canh (e, k) vao T'. Téng trong sb = 7.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ 2 @ 3 .
r i
@ <e> (61) Cay bao trim nhd nhét
O, ©

Budc 5: Thém canh (b, ¢) vao T Téng trong s6 = 10.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét dé thi 11l
Hoang Anh Buc

e> — -3- -- @ Cay bao trim nhd nhat

Budc 6: Thém canh (a, d) vao 7. Téng trong sb = 13.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trim nhd nhat

Budc 7: Canh (e, f) bi loai vi tao chu trinh. Xét canh tiép theo.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc
D2 @ e
3 1 2

6) @ Cay bao trim nhd nhat

Budc 8: Thém canh (g, h) vao T. Téng trong s6 = 16.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét dé thi 11l
Hoang Anh Buc

N2 )—3 (.
\7/
3 1 2
4 e) (+1)cs R
...... &y bao trum nhd nhét

Budc 9: Thém canh (h, ) vao 7. Téng trong sb = 19.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

@ Cay bao trim nhd nhat

Budc 10: Canh (d, ¢) bi loai vi tao chu trinh. Xét canh tiép theo.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
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<d> 6) @ Cay bao trim nhé nhat

Budc 11: Canh (d, g) bi loai vi tao chu trinh. Xét canh tiép theo.

Hinh: Minh hoa cac buéc cla thuat toan Kruskal -



Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét dé thi 11l
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6) <f> @ Cay bao trim nhd nhat

Budc 12: Canh (f, ) bi loai vi tao chu trinh.

Hinh: Minh hoa céc budc clia thuat toan Kruskal
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét dé thi 11l
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6) @ Cay bao trim nhd nhat

Két qua: Cay bao trim nhd nhét véi téng trong s6 = 19

Hinh: Minh hoa céc budc clia thuat toan Kruskal
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Cay bao triim nhd nhét

Ly thuyét do thi Ill
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Bai tap 27

Chttng minh rang néu T Ia mét cay bao trum clia G = (V, E, w)
xuat ra bdi thuat toan Kruskal thi 7" 1a céy bao trum nhoé nhat
(Gai y: xem lai chitng minh tinh ding dan cla thuat toan Prim)

@ Cay bao trim nhd nhat

m Thuéat toan Kruskal la mét thuat toan tham lam
m 3 mbi budc xay dung cay bao triim nhd nhat T, thuat toan
Kruskal chi thém cdac canh c6 trong sb nhd nhat ma khong
tao thanh chu trinh mdi
m Khac vdi thuat toan Prim, & cdc budc trung gian clda thuédt
todn Kruskal, T' cd thé khéng la cay

m Thuét toan Kruskal c6 thé dugc 14p trinh dé chay trong thoi
gian O(mlogm) véi do thi G = (V, E,w) théa man m = |E|
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Cay

Cay bao triim nhd nhét

Bai té.p 28 Ly thuyét d thi Il

A A N 2 A 2 PN . Hoang Anh Burc
Tim m6t cay bao trum nhd nhat clia do thi sau

@ Cay bao trim nhd nhat

bang cach st dung
(a) thuat toan Prim
(b) thuat toan Kruskal o



Tai liéu tham khao

Ly thuyét do thi Ill
Hoang Anh Buc

¥ Rosen, Kenneth (2012). Discrete Mathematics and Its
Applications. 7th. McGraw-Hill. (64) Tai iu tham knéo
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