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L1 NOI DAU

Nhirng nam trudc khi lap trinh VieTeX t6i toan dung C/C++ thu
thap tai liéu nhiéu nhung khong c6 thoi gian dé viét lai. Nay mudn
viét lai thi stc khoe khong on dinh. Toi da ¢b géng gom lai thanh
cac tap lap trinh theo cha dé. Noi dung moi thuat toan bat dau tu ly
thuyét dén 1ap trinh bang C/C++.

Cudn sach viét ra khong danh riéng cho cac ban hoc tin hoc,
ma cac ba hoc toan, thay cd gido, cac ban thich tim hiéu vé thuat
toan. Cling nhu t6i bat dau c6 biét gi vé lap trinh dau, ty hoc va
cham chi la thanh cong thoi. Toi dung trinh bién dich Dev-C++:
https:/ /www.bloodshed.net/

Hién nay Dev-C++ cai tién rdt nhiéu va chay t6t véi moi truong uni-
code. Nhiing vi du trong tai liéu cac ban chép thang vao soan thao
va bién dich khong can cau hinh trinh bién dich.

Toi da lam cac quyén sach:

1. Thuat toan va sb hoc.

2. Thuat toan va du liéu.

3. Thuat toan xap xép

4. Thuat toan tim kiém

5. Thuéat toan do thi,

6. Thuat toan quay lui

7. Thuat toan chia dé tri

8. Thuéat toan dong

9. Thuat toan tham

10. Thuat toan nén

11. M6t s6 dé thi Olympic Tin hoc.

Cudn sach danh cho hoc sinh phé théng yéu toan, hoc sinh kha
gidi mon toan, cac thay co gido, sinh vién dai hoc nganh toan, nganh
tin hoc va nhitng ngudi yéu thich Toan - Tin. Trong bién soan khong
thé tranh khdi sai s6t va nham 1an mong ban doc cho y kién.

Ha Noi, ngay 25 thang 2 nam 2022
Nguyén Hiru Dién



NHUNG KY HIEU

Trong cudn sach nay ta dung nhirng ki hiéu véi cac y nghia xac
dinh trong bang dudi day:
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5.1. Cac khai niém co ban 331

5.1. Cac khai niém co ban

Ly thuyét do thi la mot nhanh ctia todn hoc hién dai da c6 sy phat
trién an tugng trong vai thap ky qua. Do thi la mot trong nhitng
cau tric d liéu triru tugng hiru ich nhat trong khoa hoc may tinh.
Nhiéu van deé tir cac linh vuc khoa hoc va thuc tién khac nhau cé
thé dugc mo6 hinh héa bang do thi va dugc gidi quyét bang cach
stt dung mot thuéat toan thich hgp trén doé. Vily do nay, Chung ta sé
danh ca mot chuong cho ho, va dén cubi cudn sach nay, ho sé co mat
trong nhiéu bai toan khac. Trudc khi dua ra mot s6 vi du, Chung ta
sé xac dinh ro khai niém.

Dinh nghia 5.1. Mot d6 thi ¢6 hudng hiru han duge goi la moét cap
co thu tu (V, E), trong do:
e v_{v1,0y,...,0,} la mét tap hiru han cac dinh;
e E = {ey,e2,...,en} la tdp hitu han cac canh ¢6 dinh hudng.
Mbi phan tr ¢, € E(k = 1,2,...,m) la mot cap c6 tha tu
(vi,vj),vi,v]- eV, 1< i,j < n.

Ngoai ra, néu cho mét ham s6 f : E — R, phu hgp trén méi
canh e trong s6 f(ex) thi d6 thi duogc goi la c6 trong s6. Déi khi,
khi khéng c6 nguy co mo ho, chiing ta sé néi chi canh thay vi canh
dinh hudng. Chiing ta sé luu y rang mot s6 tac giad st dung thuat
ngl cung cho moét canh ¢é dinh hudng va canh - chi cho mét canh
khong dinh hudéng.

Thong thuong, mot do thi c6 dinh hudng duge biéu dién bang
d6 thi trong mat phang béi mot tap hop cac diém (duong tron) biéu
thi cac dinh ctia né va ndi chiing bang cdc mi tén - cac canh ctia do
thi.

Trong Hinh 5.1 mot d thi c¢6 14 dinh va 13 canh dugc hién thi.
Chuing ta da bi€u dién mdi dinh v; € V 1a mot duong tron va ching
ta dat s6 cia n6 - mot s6 tu nhién duy nhat.

Trong trudng hop diéu nay sé khong dan dén hiéu 1am bé sung,
thay vi mot tap V tiy y, ching ta sé gid st rang V la tap hop 1 s6
ty nhién dau tién. Diéu nay khong lam gidm tinh phd bién ctia cac
thuat toan dugc xem xét va dong thoi dan dén mot s6 thuan tién
trong viéc trién khai - vi dy, ching ta c6 thé st dung cac dinh lam
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332 Chuong 5. Ly thuyét do thi va thudt todn
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Hinh 5.1. D6 thi dinh Hinh 5.2. D6 thi can dinh
hudng. hudng.

chi s6 méang va cac thuat toan khac.

Chting ta da biéu dién mdi canh (i,j) € E nhu mot mdi tén chi
tir dinh idén dinh j. Luu y rang c6 thé cho phép mot canh nhé ra
va di vao cung mot dinh: vi du, dinh 13. Cac duong canh nhu vay
dugce goi 1a vong 1dp. Néu do thi c6 trong sd, trong lugng ctia mdi
canh sé dugc ghi bén canh mdi tén tuong tng, nhu trong Hinh 5.2.

Trong mot s6 trudong hop hiém hoi, khi xem xét mot s6 bai toan
cu thé, c6 thé st dung céc cach 1ap chi muc dinh khéc (vi du: bang
chit cai Latinh viét thuong).

DPinh nghia 5.2. Mot do thi v6 hudng hitu han duge goi 1a mot cap c6
thu tu (V, E), trong do:
e V={v1,0y,...,0,} 1la mét tdp hiru han cic dinh
e E = {ey,ey...,em} la tdp httu han cic canh v6 hudng. Moi
phan tit ¢, € E(k = 1,2,...,m) la mot cap khong c6 thu tu
(v,',v]'),vi, v €V, 1<4,j<n

Ngoai ra, néu ham £ (i, j) dugc thiét lap, khép voi gia tri nguyén
ctia méi canh (i,j) € E, f(i,j) = f(j,i), dd thi dugc goi 1a do thi

khéng dinh hudng cé trong so.
Trong Hinh 5.3 mot do thi khong dinh huong duoc hién thi - cac
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5.1. Cac khai niém co ban 333
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Hinh 5.3. D thi khéng dinh hudng

dinh dugc biéu dién bang cac dudng tron va médi canh (i,j) bang
mot doan théng.

Déi khi chiing ta sé mudn coi do thi khong dinh huéng G(V, E)
1a mét G'(V, E') ¢6 huéng. Trén moi do thi khong dinh hudng c6
thé so sanh mot do thi c6 hudng tuong tng: trén mdi canh (i, j) € E
cac canh (i,j) € E' va (j,i) € E' trong G’ duoc so sanh. Diéu nay rat
hitu ich khi ching ta mudn ap dung mot thuat toan hop 1é cho cac
dd thi c¢6 dinh huéng va mot do thi khong dinh huéng dugc dua ra
trong cau lénh bai toan.

Hau nhu bét ky tap hop dbi tugng nao c6 két ndi xac dinh gitra
ching déu c6 thé dugc biéu dién dudi dang do thi. Dudi day 1a mot
s6 vi du:

1) Xem xét ban d6 giao thong ctia Ha Noi va cac nga ba, tu nam.
Chiing c6 thé duoc biéu dién dudi dang cac dinh ctia d6 thi va cac
duong dan tryc tiép gitta ching - dudi dang cac canh. Trong luong
cta cac canh sé la d6 dai caa cac doan duong. Vi du minh hoa la
Hinh 5.4, trong d6 do thi 1a vo hudéng, va c6 thé coi la d6 thi c6 dinh
huéng.

2) M6t mang mdy tinh c6 thé dugc biéu dién bang mot do thi
khong dinh hudng trong dé cdc mdy tinh 1a cac dinh va moéi canh
gitta hai dinh cho biét rang cac may tinh twong tng dugc két nbi
truc tiép vOi moOt mang,.

3) Tap hgp céc trang web va cdc lién két gitta ching c6 thé dugc
biéu dién dudi dang mot do thi c6 dinh hudng.

Nguyén Hiru Dién https:/ /vietex.blog.fc2.com/
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Hinh 5.4. Ban d0 giao thong thanh phd Ha Noi

4) Mot s6 hgp chat hoa hoc c6 thé duge biéu dién dudi dang cac
dinh ctia d6 thi khong dinh huéng: Méi canh sé cho biét liéu cac
hop chat héa hoc tuong tng c6 thé tuong tac hay khong. Mot vi du
tuong tu 1a phan ngon tugng trung cho cac loai ca canh va phan
canh cho biét hai loai ca c6 thé cting ton tai hay khong.

5) Céc giai doan trong qud trinh san xuat mot sdn pham c6 thé
duoc biéu dién dudi dang cac dinh ctia mot do thi ¢6 dinh hudng.
Cac duong gan chi ra cong doan nao trudc ai trong qua trinh lam ra
san pham.

Nhiéu vi du khéc vé do thi c6 thé duogc dua ra, ciing nhu cac bai
toan dugc xdy dyng trén ching. Vi du: chung ta c6 thé quan tam
dén con dudong ngan nhat hodc ré nhat gitra hai nga tu trong vi du
1), hodc thdi gian tdi thi€u dé tao ra toan bo san phdm trong vi du
5).

Dé xem xét day d tai liéu hon nita, can phai xac dinh thém mot
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5.1. Cac khai niém co ban 335

s6 khéi niém tur Iy thuyét do thi. Nguoi doc khong can phai cb gang
ghi nh6 tat ca cac dinh nghia ngay bay gio. Chi can anh ta quay lai
day sau khi kiém tra phan lién quan va nhd nhitng gi minh can la
du.

DPinh nghia 5.3. Mot do thi ¢6 dinh hudng (vo hudng) G(V, E)dugce
dua ra. Néu cho phép lap lai trong tap cac canh ctia né (tic 1a E la
mot tap da) thi G dugce goi 1a mot da do thi.

Luu ¥ rang néu can da do thi, thi cac canh khac nhau (i, j) duoc
so sanh vdi cac trong lugng riéng biét (ndi chung la khac nhau)

FOGC), fP ),

DPinh nghia 5.4. M6t do thi ¢6 dinh huéng G(V, E) duge cho. Hai
dinh i va j(i,j € V) dugc goi 1a ké nhau néu it nhat mot trong cac
canh (i, ) va (j, i) thudc E. Trong truong hgp nay, chung ta ciing néi
rang i va j 1a diém dau cac canh (i, j) va (j,i). Dbi v6i médi canh (i, j),
dinh i dugc goi 1a trudc cta j va j 1a dinh ké tiép ctia i. Mbi dinh i va j
duogc goi 1a chung canh véi canh (i, j). Chiing ta néi rang hai canh la
ngau nhién khi ching ngau nhién c6 cing mot dinh. Trong truong
hop do thi vo hudng, cac sb hang ké dinh, diém cubi canh, ty 1é dinh
va canh duogc dinh nghia tuong tu.

Dinh nghia 5.5. Mot do thi ¢6 dinh hudéng G(V, E) duge cho. Ban
do6 & dau ra cta dinh i, i € V duge goi la sb canh (i, ),j € V. Tuong
tu, s6 lugng canh (j,i),j € V duge goi la ban do & dau vao cua i.
Tong ctia nlra giai doan dau vao va nira giai doan dau ra dugc goi la
bac ctia dinh i. Mot dinh c6 1ap dugc goi, c6 tung do bang 0. Trong
mot do thi khong c6 hudng, tung d6 ctia dinh i dugce goi 1a s6 canh
(i,7) ngdu nhién cta no.

Trong Hinh 5.1 tung d6 cta dinh 2 1a 4 va dinh 14 la biét lap.

Dinh nghia 5.6. Cho la moét dod thi c6 dinh huéng (v6 hudng)
G(V,E) va V' C V. Néu tat ca cac canh (i,j) bi loai trir khoi E,
sao choi € V' hodcj € V' va phan con lai dugc gitt nguyén, thi
ching ta néi rang G'(V’, E') dugc quy nap bdi do thi con V/ (hodc
chi do thi con) ctia G (xem Hinh5.5).
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Hinh 5.5. Pugc quy nap béi tap V' = {1,2,3} dd thi con G’ cta G.

Dinh nghia 5.7. Mgt duong di trong do6 thi ¢6 dinh huéng (vo
hudng) G(V, E) duoc goi 1a day cac dinh vy, vy, ..., vk sao cho moi
i=1,2,..,k—1dugc théa man ( vi, trong i + 1) € E. Cac dinh v;
va v, dugc goi la cac diém cudi ciia con duong. Néu vy = vy, duong
di dugc goi 1a vong lip. Néu véi méi i # j(1 < i,j < k) theo sau
v; # vj, thi duong di dugc goi la don gian. Theo do, néu v; = v, va
tat cd cac dinh khac khac nhau, thi vong 1ap dugc goi la don gidn.
Khi mot do thi chira it nhat mot chu trinh, né duge goi 1a chu trink,
néu khong né duge goi 1a khong cd chu trinh.

Dinh nghia 5.8. Cho d6 thi G(V,E) va G'(V,E') sao cho v&i mdi
i,j € V,i # j,cap co thu tu (i,j) thudc dung mot trong cac tap E’
hoac E. Khi d6 G’ duogc goi la phén bu cta G. Mot do thi khong c6
canh dugc goi la rdng (Hinh 5.6). Néu (i,]) € Evéimoii,j € V,i # j
thoéa man d6i véi mot do thi da cho thi dd thi duge goi 1a hoan chinh.

Luu y rang dinh nghia cubi cung la déi xing, tic 1a néu G’ 1a
phan bt ctia G thi G la phan bu cta G'.

Dinh nghia 5.9. Néu moét do thi G'(V/, E') véi dinh t duge gay ra
bdi G va G’ 1a hoan chinh, chiing ta néi rang G’ 1a mot nhap chudt
ctia G. T 16n nhat ma G c6 t ~click dugce goi 1a s6 1an nhép cho G.

Dinh nghia 5.10. M6t do thi ¢6 dinh hudng dugce cho la c6 tinh lién
két yéu néu ctr hai dinh i va j 1a két thuc cta it nhdt mot duong di
(tdrc 1a c6 it nhat mot duong di tir i dén j hodc tir j dén 7). Khi trong
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5.1. Cac khai niém co ban 337
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Hinh 5.6. Do thi vo hudng hoan chinh va tréng rong.

mot do thi c6 hudng ma ct hai dinh i, j ¢6 mot duong di tur i dén
j va tir j dén i, thi do thi dugc goi la lién thong manh. Mot do thi
vo hudng duge goi 1a lién thong néu c6 mot duong di gitra mbi cap
dinh 7, j ca no.

Dinh nghia 5.11. Puong kinh ctia d6 thi duoc goi 1a s6 16n nhét k,
sao cho dudng di nguyén t6 ngan nhét (duong c6 s6 dinh t6i thiéu)
gitta hai dinh i,j € V bat ky chura it nhat k dinh.

Vi du, néu ching ta xem céc trang web va lién két nhu mot do
thi c6 dinh huéng, thi duong kinh k ctia né 1a sb trang t6i da ma
chiing ta phai di qua, bat dau tir mot trang ngiu nhién va di theo
cac siéu lién két dé dén bat ky trang nao khac trén web. Cac nghién
ctitu cho thay "duong kinh ctia Internet' 1a khoang 19 [Web-d].

Dinh nghia 5.12. Thanh phan duoc lién thong manh (yéu) trong mot do
thi ¢6 dinh huéng G(V, E) duoc goi 1a bat ky do thi con G'(V/, E')
nao ma no dugc dap ung:

1) G’ 1a mot do thi lién thong manh (yéu).

2) Khong c6 do thi con nao khac duge két ndi manh (yéu) voi
G"(V",E") ctia G, sao cho G’ 1a mot do thi con ctia G”.

Tuong tu, mot thanh phan lién thong duge xac dinh trong mot do
thi khong dinh hudng.
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Dinh nghia 5.13. Mot d6 thi lién thong vo hudng khong cé vong
lap dugc goi 1a cay. Néu ching ta chon thém mot ngon cdy cho géc,
thi cau tric két qua dugc goi la cay goc.

Dinh nghia nay 1a mot sy thay thé cho dinh nghia dugc thao
luan trong ?? dinh nghia cua cay).

DPinh nghia 5.14. Cay bao pht trong d6 thi khong dinh hudng lién
thong G(V, E) dugc goi la bat ky do thi con chu trinh lién thong
G'(V,E') nao cta G.

Bai tap

> 5.1. So sanh cac dinh nghia ?? va ??.

5.2. Trinh bay va cac thao tac don gian véi
dd thi

Cho dén nay, Chiing ta da st dung hai cach dé biéu dién mot do
thi:

e Tryc tiép theo dinh nghia - qua cac tap V va E da cho.

¢ Vé mat d6 hoa: thong qua tap hgp cac diém (dudng tron) va

cac két n6i (mii tén) gitta chiing.

Ban trinh bay thit hai (mdc du truc quan) khong thé ap dung dugc
va ban trinh bay dau tién - thuong khong thuan tién, ddi v6i qua
trinh x Iy trén mdy tinh. Do d6, c6 nhiéu cach khac dé trinh bay
mot do thi - ching sé 1a cht dé ctia doan van nay. Viéc lya chon
cach biéu dién may tinh thich hgp nhat phu thudc vao bai toan cu
thé - tot nhat la sit dung mot kiéu biéu dién trong d6 cac phép toan
duoc thuc hién thuong xuyén cé do phuc tap thuat toan thap hon
(hoac yéu cau it bd nhé hon).

5.2.1. Danh sach cac canh

Gan nhat v6i dinh nghia ctia d6 thi 1a mot biéu dién v6i danh
sach cac canh ctia né. Chung ta biéu dién mot do thi c6 dinh hudéng
duéi dang danh sach cac cap c6 thi tu (i, 7). Trong truong hop do
thi vo huong, cac cap khong co thu tu. Trong mot do thi cé trong )
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(c6 dinh hudng), chung ta xem xét (c6 thu tu) cacbd ba (i, j, k), trong
d6 sb thuc k 1a trong s6 f(i,j) clia canh tuong ting. Sau dé6, ching
ta c6 thé nhan ra trén C bang cach sit dung mang float A[3][m], véi
m 1a s6 canh cta do thi.

RO rang, trong cach biéu dién nay, bd nhd can thiét sé 1a ©(m),
day la muc do phiic tap cia viéc kiém tra xem hai dinh c6 ké nhau
hay khong, day dugc coi 1a mot trong nhiing phép toan phd bién
nhéat. Trong truong hop Chung ta sap xép cac canh, Chuing ta sé c6
thé 4p dung tim kiém nhi phan (xem ??) Va do d6 gidm do6 phtc
tap ctia kiém tra xubng) ©(log,m). Nhu chung ta sé thay bén dudi,
c6 nhitng biéu dién trong d6 d6 phtc tap cudi cing nhé hon nhiéu:
mot ham cua n, va tham chi 1a mot héng s6. Do d6, biéu dién nay
duge dp dung chu yéu cho cac do thi thua, nghia 1a, do thi c6 s6
canh tuong ddi nhé: m € O(n).

5.2.2. Ma tran lan can, ma tran trong so

Ma tran 1an can 1a mot trong nhitng cach dugc sit dung phé bién
nhat dé biéu dién mot dd thi trong bé nhd. Trong d6, mot ma tran
vudng A [n] [n] dugc so sanh trén mot do thi c6 hudng véi n dinh.
Gia tri cia Ali] [j]1bang 1 khi ton tai canh (i, ) va Alil [j] = 0-néu
khong. Dé thuan tién cho viéc thuc hién mot sO thuéat toan, khi canh
(i,7) khong ton tai ma ton tai (j, ) thi tai vi tri Alil[j] trong ma tran
dugce viét gia tri -1 (va lan luot 1a 1 - ctaa A[j1[i]).

Néu do thi 1a v6 hudng, thi Alil [j]1 =1 khi ¢6 canh (i,j) hoac
(j,i) va Alil [j] =0 néu khong. Vi mot do thi khong c6 trong sb,
trong truong Alil [j] khong viét 1 ma 1a s6 canh gitta cdc dinh i va
j. Khi dd thi c6 trong s, trong s6 f(i,j) duge viét & vi tri Ali] [j], va
ma tran A[l[] duoc goi la ma trin trong s0.

Trong mot s6 bai toan, trong sb cho cac dinh ctia dd thi ciing
dugc xac dinh. Chung c6 thé duoc viét tai cac vi tri Alil[i] cho mdi
dinh i ctia d6 thi. Cac truong nay tir ma tran sé khong bi chiém dung
trir khi do thi khéng chita vong 1&p (cac canh ctia kiéu (i,1)).

Trong mot do thi vo hudng, ma tran 1an can 1a doi xiing vé duong
chéo chinh ctia né. Trong trudng hgp nay, c6 thé ap dung cach bao
quan cu thé hon trong bd nhd (vi duy, tuyén tinh héa, dé luu phan
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trung lap, chiém n(nT—l thém 6 nhé [Rakhnev, Garov, Gavrilov-
1995]).

Mot wu diém quan trong ctia biéu dién ma tran tiém can la viéc
kiém tra sy ton tai cia mot canh gitra hai dinh duoc thuc hién bang
mot phép toan duy nhat. Mat khac, viéc tim tat cd nhimg ngudi thita
ké tai mot dinh c6 do phuc tap 1a ®(n), bat ké dinh d6 c6 bao nhiéu
nguoi thita ké (tic la ngay ca khi dinh c6 mot ngudi thira ké duy
nhat, tat ca n 1an kiém tra van sé phai thuc hién). Mot vi du vé do6
thi c6 dinh hudng va ma tran lan can tuong ung ctia né dugce cho
trong Hinh 5.2.2. Luu y rang trong khi viéc danh sb dinh bang do
thi bat dau tu 1, trong viéc trién khai C, viéc 1ap chi muc cta cac
phan tr bat dau tir 0. Tinh nang cu thé nay phai dugc tinh dén khi
xem xét tat ca cac trién khai ctia cac thuét toan trong chuong nay.

D i [z s lals 67 ]9 [wlnliz @ @
njoji|ojojojolojojofofjolo]n
1 |-1 [0 [-1 Ljrjofofolofjajofo]0 //'®
(o1 (oo ]ola|o|olofola|o]n
3 0 -1 L} L] 0 ] 0 L} 4] 0 ] 1 (1]
s (01 (oo jofof1(ofofolo[o|0 ‘\®
L] [i] [1] 1 [1] 0 0 -1 ] 0 0 ]-1 1 ] @
0o |00 ]ad]1|ojojofi[e]|0]D
Tl o o ool olalo|olalolo]o]a o o
£ [1] [1] ] 1] 0 i) 1] L] 0 0 i) 1] ] @ °
NN EREEE RN EN N N N R
Wlojo oo o100 [o[1[a]0]n
OO0 O[T [0fd [o]o[alo|a]o]|0 @ @ > 0
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Hinh 5.7. Ma tran 1an can va d6 thi tuong ting ctia noé.

5.2.3. Danh sach nhitng canh ké

Trong biéu dién nay, mot danh sach nhitng nguoi thira ké cua
n6 dugc luu gitt cho méi dinh i bang d thi. Déi véi cot trong Hinh
5.2.2. ban trinh bay sé nhu thé nay:

1 {212 = {4,5);3 = {21;4 — {12};5 = {7};6 — {3,12};
7 — {6.10};8 — {},9 — {}; 10 — {11}; 11 — {6}; 12 — {};
13 - {13},

Danh sach lién két dong thuong dugc sit dung dé trién khai may
tinh (xem ??). Trong d6, dd phtic tap ctia viéc tim tit cd nhitng ngudi
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thira ké tai mot dinh nhat dinh 1a tuyén tinh vé s6 lugng ngudi thira
ké: mot 1oi thé so véi ma tran 1an cén, trong do viéc tim nhirng nguoi
thira ké c6 do phuc tap ©(n). Tuy nhién, nhuge diém 1a viéc kiém
tra xem c6 mét duong canh gitra hai dinh hay khong ciing la mét su
phtic tap phu thudc tuyén tinh vao sb lugng ngudi thira ké.

Ciing c6 thé thyc hién tinh biéu dién nay: mang mot chiéu véi
kich thudc bang sb lugng ngudi thira ké cho méi dinh ctia do thi.
Trong trudong hop nay, viéc kiém tra xem c6 mot canh nao gitra hai
dinh dugc thuc hién hiéu qua hon nhiéu hay khong - véi do phtc
tap logarit. Diéu nay dat dugc bang cach sap xép nhiing ngudi thira
ké va st dung tim kiém nhi phan.

RO rang 1a ciing nhu chung ta ¢6 thé duy tri mot danh sach
nhitng ngudi thira ké, vi vay ching ta c6 thé xdy dung mot danh
sach nhirng nguoi tién nhiém, trong truong hop do, do phuc tap
clia cac hoat dong co ban sé gidng nhau. Trong thuc té, mot ban
trinh bay v6i mét danh sach nhitng nguoi di trudc duge stit dung rat
hiém khi.

5.2.4. Ma tran ty lé giira cac dinh va canh

Trong biéu dién nay, mot ma tran c6 kich thudc n x m dugce st
dung. Néu chiing ta xem xét mot do thi khong dinh huéng G(V, E),
vOi moi canh e = (i,), cOt k sé chira hai don vi - tai vi tri i va j, va
trong tit ca cac phan tir khéac trong cot sé dugce viét 0. D6i voi mot
dd thi ¢6 dinh huéng cta vi tri tha i dugc viét1a 1 va tha j—thu -
—1, vi tat cd cac phan tir khéc trong cot 1a s6 khong. Néu ching ta
c6 mot vong 1ap (i, 1), thi tai vi tri thit i cia cot e, duge viét 2.

Biéu dién nay c6 thé ap dung cho mot s6 bai toan cu thé (vi du:
tim s6 cay bao pht trong dd thi, v.v.), nhung thuong rat hiém khi
duoc stt dung vi hai ly do. Trudc hét, bd nhd can thiét 1a ©(m.n),
trong khi ma tran rat thua thét. Kiém tra xem ¢6 mot canh nao gitra
hai dinh cting khong hiéu qua va c6 d6 phuc tap ©(m).

5.2.5. Cac thanh phan két nbi

Céach trinh bay cudi cing ma ching ta sé xem xét 1a thong qua
cac thanh phan két ndi. N6 khac voi nhitng cai trude & chd do thi,
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mot khi duge biéu dién trong bo nhd, sé bi "mét", va khong thé khoi
phuc r6 rang cac tap cac dinh va cdc canh cta n6, tac la ching ta
xem Xét sur biéu dién cac thuodc tinh nhat dinh ctia do thi. Mot diéu
kién b sung 1a do thi khong dugc dinh hudng va khéng c6 trong
$0.

do thi dugc chia thanh cac thanh phan két ndi, véi mdi tap hop
dugc anh xa thanh mot tap hop. Uu diém la dé dang kiém tra xem
hai dinh c6 dugc ndi véi nhau bang mot duong dan hay khong -
diéu nay dugc thyc hién néu va chi khi ching thudc ciing mot tap
hop.

Mang mot chiéu Aln] c6 thé dugc st dung dé trién khai may
tinh, mang nay chap nhan cac gia tri tir 1 dén n. Va [i] c6 gia tri k
t.s.tk dinh thit i ca do thi thudc thanh phan thi k ctia két néi. Biéu
dién nay cho phép duy tri mot do thi khéng 16 (chi bd nhé can thiét
©(n)), ma né c6 thé kiém tra xem hai dinh c¢6 dugc ndi véi nhau
bang mot dudng dan hay khong véi mot phép so sanh duy nhéat:
liéu Alilc6 bang Alj] , hay khong.

Ma tran kha nang tiép can (ma chiing ta sé thao luan lai trong
5.4.2) La mot cach khac dé biéu dién cac thudc tinh d6 thi thong qua
cac thanh phan két ndi. Tuy nhién, né kém hiéu qua hon nhiéu so
vdi nhitng cach duge mo ta & trén. Khi trinh bay mét do thi c6 ma
tran kha nang truy cap, mot mang hai chiéu Aln][n] dugc sit dung,
trong d6 gia tri ctia Alil[j] 1a 1 néu c6 mot duong di gitra cac dinh i
va j, va 0 - néu khong.

5.2.6. Xay dung va cac hoat dong don gian véi db thi

Céc thao tac chinh lién quan dén viéc xay dung va stra d6i do thi
nhu sau:

* tao mot do thi rong.
e thém / bét dinh.
¢ thém / bét mot canh.

Sau day la cac hoat dong dugc dé cap trong cac diém trudc:

e kiém tra su ton tai ciia mot dinh
e kiém tra su ton tai cia mot canh
* tim nhiing ngudi thira ke ca mot dinh
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Chung ta sé khong chi 16 cach thuc hién cac thao tac nay cho tung
loai ban trinh bay. Vi dy, Chung ta sé chi ra mot cach trién khai cho
mot do6 thi duge biéu dién bang mot ma tran 1an can (ma tran trong
s0).

/*S6 dinh t6i da trong d6 thi*/
#define MAXN 200

/* S6 dinh trong do thi*/
unsigned n;

/*Ma tran trong s6 ctia do thi */
int AIMAXNIIMAXN];

/* Su thay d6i trong lugng cua dinh i*/
Alillil = k;

/* Thém mot canh c6 trong s6 k ndi cac dinhi va j*/
Alillj1 =k;
A[jl[i] =k; /*néu d6 thi khong c6 dinh huéng*/

/* Loai b6 canh néi cac dinhi va j*/
Alill[j] =0;

/* Kiém tra mot canh gitra cac dinhi va j*/
if (Alil[j] !'=0) { /* c6 canh*/; } else{ /* khong c6 canh */; }

/*Tim tat ca nhitng canh thira ké & dau*/

for (k =0; k <n; k++)if (k !=1) {

if (ALI[k] !=0) { /*dinhk la dinh ké tiép caai */ ; }
}

Trudc khi két thuc, ching ta sé so sanh mtrc d6 phuc tap ctia cac
thao tac trong cac man trinh dién khéc nhau. Trong moi bai toan,
chiing ta sé c6 gang trinh bay trong d6 céc thao tac dugc thuc hién
thuong xuyén nhat c6 do phirc tap thap nhat. C6 thé trinh bay mot
do thi theo nhiéu cach tai mot thoi diém néu ching ta ¢6 da bo nhé
va khi diéu nay dan dén viéc trién khai thuét toan da chon hiéu qua
hon.

Bang 5.1 c6 nghia la khong thé khoi phuc duy nhat do thi vé do
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Bai thuyét | Ma Danh Danh  sach | Ma Thanh
trinh Thao | tran sach canh | cac canh tran phan lién
tac canh | thira ké lién thong

ké thudc
Thém canh | ©(1) | O(log,n) | ©(log,m) 0(1) O(n.log,n)
X6a canh O(1) | O(log,n) | O(log,m) O(m)

Kiémtrasu | ©(1) | O(log,n) | ©(log,m) O(m) | x
ton tai cua
canh

Tim canh | ©(n) | O(d)) O(n+log,m) | O(m) | x
thura ké
dinh cao
Kiém tra | @(n?) | O(n+m) | O(nlog,m) | O(m*) | O(1)
két ndi cua
hai  dinh
voi mot con
duong

B6 nhd can | ©(n?) | @(m) O(m) O(n.m) | O(n)
thiét

Bang 5.1. So sanh mitc do phtic tap cua cac hoat dong trong cac budi
biéu dién khac nhau.

thi da chon trinh bay va khong thé thuc hién thao tac tuong tng.

Bai tap

> 5.2. Xem xét lam thé nao dé dat dugc do phuc tap trong Bang 5.1
khong dugc dé cap trong doan nay va theo gid dinh nao: Vi du, dé
dat dugc do phuc tap ©(log,m) dé kiém tra sy ton tai ctia mot canh
trong danh sach cac canh, chiing ta gid st rang ching ta stt dung
tim kiém nhi phan trong mot danh sach tinh cac canh dugc sép xép
theo s6 dinh.

5.3. Trinh duyét trén do thi

Bang cach duyét qua mot dd thi khong dinh huéng (c6 dinh
huong), chung ta sé hiéu dugc mot 1an truy cap lién tiép (xem) moi

Nguyén Hiru Dién ~ https:/ /www.facebook.com/groups/vietex/



5.3. Trinh duyét trén do thi 345

dinh ctia do thi dung mot lan. Chién lugc trinh duyét xdc dinh thit tu
ma cac dinh sé dugc xem xét.

C6 hai chién lugc co ban dé duyét qua mét do thi (tiy thudc vao
hai phén tiép theo), dugc goi la duyét theo chiéu rong va duyét theo
chiéu sau. Tam quan trong dac biét ctia hai thuat toan nay duge xac
dinh bai:

¢ Pham vi rong ctia cac bai toan ma ho thay ing dung.

» Kha nang giai quyét cac van dé thuat toan phic tap bang cach
ap dung cac stra d6i nhoé cta cac thuat toan co ban.

e Do phuc tap thuat toan tét, dat dugc trong hau hét cac truong
hop.

5.3.1. Duyét theo chiéu rong

Duygt theo chiéu rong ciia dinh i sé dugc goi la chién luge sau dé
duyét qua do thi: chung ta bat dau tr dinh i, xem xét tat ca cac lan
can tryc tiép ctia né va chi sau d6 chuyén sang duyét xa hon (duyét
theo chiéu rong clia titng 1an can ctia no). Bang cach nay, dat dugc
su di ngang tuan tu cta cac "muc", bat dau tir dinh bat dau, trong
khi di qua tat ca cac dinh ctia do thi, c6 thé truy cap duge bdi i.
Duyét theo chiéu rong ctia d6 thi duge goi la di qua tat ca cac dinh
ctia n6 theo cach dugc mé ta - tirc 1a lién tiép chon mot dinh bat dau
(ngdu nhién) cho dén khi tit ca cac dinh ctia d6 thi duge duyét qua.

Tir bay gio, ching ta sé sit dung chix viét tat BFS(i) (Breadth-
First-Search) dé biéu thi chitc nang duyét theo chiéu rong ctia dinh
.

Dé lam vi duy, chung ta sé ap dung chién lugc dugec mo ta trén
do thi trong Hinh 5.8.

Néu ching ta chon 1 lam dinh bat dau, két qua duyét sé nhu
sau:

BFS(1):

cap do 1: 1

cap do 2:2

cap d63:3,4,5
cap d64:7,6,12
cap do 5: 10
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cap do 6:11

Néu thay vi 1, ching ta chon 3 cho dinh ban dau, khi thuc thi
BFS(3), chung ta nhan duoc:

BFS(3):

cap do 1: 3

cap do2:2,6

cap d63:1,4,5,7,12

cap do 4:10

cap do 5:11

Mot sb tng dung c6 thé c6 cua viéc duyét theo chiéu rong la
dang chu y ngay 1ap tic. Vi dy, tim s6 lugng dinh t6i thiéu c6 lién
quan gitta hai dinh hodc tim cac thanh phan két nbi ctia do thi.
Chting ta sé xem xét nhitng diéu nay va cac vi du khac xa hon mot
chat.

W=—@) (o
5 ¢ ©
et

Hinh 5.8. Do thi khong dinh hudng.

duyét theo chiéu rong dugc st dung gian tiép trong cac tac vu
khac khi yéu cau khoang cach t6i thiéu. Vi du, phuong phap song
(xem Bai toan 5.110), 4p dung dé tim dudng di nhé nhat gitta hai 6
cla ma tran, v.v., cing co thé duoc coi 1a di ngang qua mot loai do
thi dac biét theo chiéu rong.

Thurc hién duyét theo chiéu rong tir mot dinh nhat dinh

Chting ta sé biéu dién do thi bang ma tran 1an can va ching ta sé
stt dung cach biéu dién nay trong hau hét cac bai toan tir do thi. N6
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dd hiéu qua cho hau hét cac tac vu va dong thoi khong lam gidm
kha néng doc ctia ma voi phan bd bo nhd dong, trién khai nhiéu ciu
tric di liéu phic tap va hon thé nua.

Tat nhién, ca trong qua trinh duyét va cac bai toan dugc thao
luan bén dudi, ching ta sé cb gang trinh bay cho ngudi doc cac giai
phéap luén tot nhat (theo quan diém thuat toan) duoc biét dén cho
dén nay.

Trong qua trinh duyét theo chiéu rong, chiing ta phai tim nhitng
nguoi thira ké ctia mot dinh i cho trude. Tir Bang 5.1, ¢6 thé thay rang
néu ching ta sit dung ma tran 1an can, d6 phtic tap sé 1a ®(n). Diéu
nay 1a do d6i vdi méi dinh n ctia do thi, né dugc kiém tra xem né c6
phai la ngudi thira ké ctia i hay khong (dé so sanh, trong truong hop
thyc hién v6i mot danh sach nhing nguou thira ké, chung ta c6 thé
14y truc tiép nhiing nguoi thira ké ctia i bang cach duyét qua danh
sach). Do d¢, tong do phuc tap cua duyét la ©(m + n) - khi trinh
bay vdi danh sach 1an can va @(n?) - khi trinh bay véi ma tran lan
can.

Chting ta sé duy tri mot hang doi trong d6 ban dau chi ¢6 dinh
xuat phat. Sau d6, trong khi c6 it nhat mot dinh trong hang doi,
chiing ta thyc hién nhu sau: ching ta lay ra dinh & dau hang doi,
nhin vao n6 va thém vao hang doi tt cd nhitng ngudi thira ké chua
dugce kiém tra cho dén nay ctia né. Chung ta sé danh dau cac ngon
1a da truy cap vao thoi diém chung ta thém chung vao hang doi:

Thuét toan duyét theo bé rong

BFS()
{ Chung ta tao mot hang doi trong;
Chung ta thém vao hang dgi dinh i;
for (k=1,2,...,n) used[k] =0
used[i] =1;
while (Hang do¢i khong trong) {
p = Chung ta x6a phan tr & dau hang doi;
Phan tich dinh p;
for (v6i moi dinh ké j cta p)
if (0 == used[jl) { /*néu dinhj khong bi b6 qua*/
Thm vao hang doi dinh j;
used[jl =1; /* chiing ta danh dauj la b6 qua*/
}
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}
}

Nhan thic day du sau day. Di liéu dau vao duge st dung trong
qué trinh trién khai bén duéi dugc dit 1am hang s6 & dau chuong
trinh va danh cho cdt dugc hién thi trong Hinh 5.8 S6 dinh ctia do6
thi 12 n va AIMAXNI[MAXN] 1a ma tran lan can cta né. Pinh bat dau
cho viéc duyét dugc dat voi hmeg s v.

Trong vi du minh hoa, dd thi 1a khong c6 hudng, nhung chuong
trinh dudi day sé ap dung chinh xac thuat toan trong truong hop do
thi c6 hudng.

Chuang trinh 5.1. Duyét theo chiéu rong(501bfs.c)

#include <stdio.h>
/* Sb dinh t6i da trong dd thi */
#define MAXN 200

/* Sb dinh ctia dd thi */

const unsigned n = 14;

/* Duyét theo chiéu rong tir dinh v */
const unsigned v =5;

/* Ma tran ké ctia do thi */
const char AIMAXNI][MAXN]

{

{0, 1, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},
{1,0,1,1,1,0,0, 0 0,00, 0,0, 0},
{0, 1, 0,0,0,1,0,0,0, 0,0, 0,0, 0},
{o, 1, 0,0,0, 0,0, 0,0, 0,0,1, 0, 0},
{o, 1, 0,0,0,0 1,0,0 0,00, 0, 0},
{o, 0,1,0,0,0,1,00,0,0,1, 0, 0},
{o,0,0,0,1,1,00,0,1,0,0,0, 0},
{o, 0, 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0, 0, 0O},
{o, 0, 0,0, 0,0,0,1,0,0,0,0,1, 1},
{0, 0, 0,0,0,0,1,0,0, 0,1, 0, 0, O},
{o, 0, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0,0, 0, O},
{0, 0,0,1,0,1,0, 0,0, 0,0,0,0, 0},
{o, 0, 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0, 1},
{0, 0, 0,0,0,0,0,0,1,0,0, 0,1, 0}
¥

char used[MAXN];

/* Chtrc nang duyét chiéu rong tir dinh da cho */
void BFS(unsigned i)
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{ unsignedk, j, p, queue[MAXN], currentVert, levelVertex,
queueEnd;
for (k = 0; k <n; k++) queuelk] =0;
for (k = 0; k <n; k++) used[k] =0;
queue[0] = i; used[i] =1;
currentVert = 0; levelVertex =1; queueEnd =1;
while (currentVert < queueEnd) { /* cho dén khi hang dgi trong 16
ng */
for (p = currentVert; p < levelVertex; p++) {
/* p - lay phan t tiép theo tir hang dgi */
printf("%u", queue[pl+1);
currentVert++;
/* cho méi thira ké bat buoc j trong s6 queuelp] */
for (j =0; j <n; j++)
if (Alqueuelpllljl && !used[jl) {
queue[queueEnd++] =j;
used[j] =1;
}
}
printf("\n");
levelVertex = queueEnd;
}
}

int main() {
printf("Duyét theo chiéu rong tir dinh %u: \n", v);
BFS(v-1);
return (;

}

Két qua thuc hién chuong trinh:

duyét theo chiéu rong tir dinh 5:
5

27

134610

12 11
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Bai tap

> 5.3. Chuong trinh trén thyc hién mot thuat toan dé duyét do thi
theo chiéu rong tir mot dinh cho trudc. Trong nhing truong hop
nao, dugc thyc hién cho mét dinh tuy y, n6 sé di qua tat ca cac dinh
ctia do thi?

> 5.4. Chuong trinh nén dugc stra d6i nhu thé nao dé, trong truong
hgp cac dinh van can thiét, duyét theo chiéu rdng méi duge thuc
hién trén chung?

5.3.2. Duyét theo chiéu siu

Tim kiém chiéu sdu (DFS). Tim kiém theo d6 sau - n6 1a mét phan
khong thé thiéu ctia mot s6 thuat todn phirc tap hon 1a mét y tudng
co ban & mot trong nhitng cac phuong phap co ban dé giai quyét
céc bai toan toan dién - tim kiém ¢ tra lai.

Trong khi duyét theo chiéu rong kiém tra cac dinh cta do thi
mot cach tuan tu theo cac cap, duyét theo chiéu sau tir mot dinh c6
xu hudng “di xudng” sdu nhat c6 thé trong qua trinh duyét. Thuat
toan dé duyét do thi theo chiéu sdu dugec mo td mot cach dé quy dé
dang nhéat: chung ta bat dau tir dinh ban dau da chon i € V, danh
dau né la da tham va tiép tuc thu thap dit liéu mot cach dé quy theo
chiéu sau cho tirng phan t ké tiép khong dugc kiém tra ctia né, tic
1a chitc nang duyét chuyén sau (DFS(i)) trong giéng nhu sau:

1) Chung ta xem xét i.

2) Chiing ta danh dau i la bé qua.

3) Dbi v6i mdi sy b véi i canh (7,7) € E Néu j la dinh can thiét
ctia d6 thi, ching ta thyc hién DFS(j) mot cach dé quy.

Chuang ta sé ap dung DFS cho vi du trong Hinh 5.8. Trong
truong hgp c6 nhiéu hon mot canh 1a ngdu nhién véi dinh dugc
dé cap (budc 2), Chung ta sé tién hanh tuan tu tir cac dinh c6 s6 nho
hon dén cac dinh ¢6 s6 lugng 16n hon. Do d6 két qua ctia DFS(1) sé
la: 1,2,3,6,7,5,10,11,12,4 va cia DFS(3) : 3,2,1,4,12,6,7,5,10, 11.

Chuong trinh duyét sé dugc thuc hién truc tiép nhu mo ta § trén
(thong qua ham dé quy DFS(i)). Trong mang Boolean used[] hung
ta khdi tao n6 bang cac s6 khong, va khi truy cap vao dinh i, ching
ta thuc hién phép gan usedli] = 1.
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Viéc nhan ra nhu sau:

Chuong trinh 5.2. Duyét theo chiéu sau(502dfs.c)

#include <stdio.h>

/ * Sb dinh tbi da trong cot * /

#define MAXN 200

/ * S6 dinh trong cot * /

const trai daun = 14;

/ * Duyét theo chiéu sau vdi dinh dau v * /
const trdi dduv =5;

/ * Ma tran canh ké ctia do thi * /

const char AIMAXNI[MAXN] = {

{0, 1, 0, 0,0,0,0,0,0 0,0,0,0, 0},
{1,0,1,1,1,0,0, 0,0, 0,0,0,0, 0},
{0, 1, 0,0,0,1,0,0,0,0 0,0,0, 0},
{o, 1, 0,0,0,0,0 0,0,0,0,1, 0, 0},
{0, 1, 0,0,0,0,1,0,0,0 0,0,0, 0},
{o, 0,1, 0,0,0,1,0,0,0,0,1, 0, 0},
{o, 0, 0,0,1,1,0,0,0,1, 0, 0, 0, 0},
{o, 0o, 0, 0, 0,0,0, 0,1, 0,0,0,0, 0},
{o, 0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0, 1, 1},
{0, 0, 0, 0,0,0,1,0,0,0,1, 0, 0, 0},
{o, 0, 0, 0,0,0,0 0,0,1, 0, 0, 0, 0},
{0, 0,0,1,0,1,0,0,0 0,0,0,0, 0},
{o, 0, 0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0, 1},
{0, 0, 0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,1, 0}
};
char used[MAXN];
/ * Duyét theo chiéu sau tu dinh * /
void DFS(unsigned i)
{ unsigned k;

used[i] =1;

printf("%u", i+1);
for (k =0; k <n; k++)
if (Alil[k] && !'used[k]) DFS(k);
}

int main() {
unsigned k;
for (k = 1; k <n; k++) used[k] = 0;
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printf("Duyét theo chiéu sau tir dinh %u: \n", v);
DFS(v-1);

printf("\n");

return O;

}

Két qud thuc hién chuong trinh:

duyét do sau tur dinh 5:
5213671011124

Bang 5.2 so sanh muc do phtc tap ctia viéc duyét qua do thi
trong mot s6 kiéu biéu dién (dd phic tap gidong nhau khi duyét
theo chiéu rong va chiéu sau). Ching ta dé né cho ngudi doc dé tim
hiéu xem ching dién ra nhu thé nao.

Ma tran lan | Danh sach | Danh sach

can nhirng canh | cdc canh
ké
Duyét do thi theo | @(n?) O(n+m) | O(n.m)

DFS hoac BFS

Bang 5.2. Do phuc tap ctia viéc duyét qua mot do thi trong cac biéu
dién khéc nhau.

Trude khi két thiic doan nay, chiing ta sé xem xét ngan gon cach
chiing ta c6 thé tim thiy mot cay bao phti tiy y trong do thi bang
cach st dung tim kiém theo chiéu sau (hodc tim kiém theo chiéu
rong, tuong ung) (xem Dinh nghia 5.14).

Goi G(V, E) la mot do thi vo hudng lién thong. Chiing ta sé xay
dung cay bao pha T(V, D) theo thudt toan sau:

1) Ban dau T 1a mot do thi trong d6 cac canh khong tham gia,
ticlatakhditao D = @.

2) Thyc hién duyét theo do sau trong G. Dbi v6i mbi lan chuyén
déi dé quy trong qua trinh duyét tir dinh i dén 1an cén j yéu cau cua
no, ching ta thém canh (i, j) vao D.

Dé dang ching minh rang cac diéu kién ctia dinh nghia cay bao
phti sé dugce dap tng: do thi con két qua duge két ndi (vi G dugc két
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noi, duyét chiéu sau / chiéu rong sé "dat dén" tat ca cac dinh ctia do6
thi) va khong theo chu trinh (m6i dinh dugc duyét) dugc xem xét
nhiéu nhat mot 1an).

Bai tap
> 5.5. Chiing minh céc két qua trong Bang 5.2.

5.4. Dudng dan, chu trinh va dong chay toi
vu trong do thi

Mot trong nhitng bai toan dd thi phd bién nhét 1a tim duong di
t0i wu. Néu ching ta xem lai vi du 1) tir dau chuong va giai thich
cac dinh cta d0 thi la cac khu dinh cu va cac duong ndi ching dudi
dang cac duong phd (duong truc tiép), mot bai toan thuc té 1a tim
mot con duong co do dai toi thiéu gitta hai khu dinh cu. Nguoc
lai, néu viéc ghé tham mbi duong phd (hodc ngdi lang) mang lai
lgi nhuan nhét dinh, thi myc tiéu ctia ching ta c6 thé 1a tim ra con
duong t6i da (tic 1a con dudng ma chung ta sé thu dugc nhiéu nhét)
gitta hai diém. N6i chung, cac diéu kién cho tinh t6i uwu cta tuyén
duong ma ching ta sé tim kiém c6 thé duogc xac dinh theo nhiéu
cach khac nhau. Vi du, c6 thé can phai ap dung cac han ché b6
sung (vi du: cac diéu khoan); duoc yéu cau dén tham tung ngoi
lang chinh xdc mot lan, hodc bang qua titng con phod chinh xac mot
lan, v.v. Tuy nhién, can xac dinh ré hai diéu:

* cich wdc tinh mot tuyén duong (vi du - duéi dang téng trong

lugng cta cac canh lién quan dén no)

e tiéu chi tbi wu cila 19 trinh (vi du: ching ta mudn gidm thiéu sd

tong trén)

Nhu mét su tiép tuc tu nhién cta viéc tim kiém cac duong di t6i
uu trong mot do thi, chung ta sé xem xét viéc tim kiém cdc chu trinh
(t6i wru) trong mot do thi (nhd lai rang mot chu trinh la mot duong
ma dinh dau va dinh cubi cting trung nhau). C6 mot s6 kiéu chu
trinh dang cha y ma ching ta sé dac biét chu y.

Chting ta sé két thiic doan nay véi bai toan tim dong chay cuc dai
trong do thi - mot bai todn co ban dugc tim thay ting dung trong mot
s6 lugng 16n cac bai toan thyc té.

Nguyén Hiru Dién https:/ /vietex.blog.fc2.com/



354 Chuong 5. Ly thuyét do thi va thudt todn

5.4.1. Cac ding dung truc tiép cha thuat todn duyét

- duong di ngdn nhit giira hai dinh theo sé dinh

Cho d6 thi G(V, E) va hai dinh i va j ctia né. Chting ta tim mét
duong di trong G c6 dau la dinh i va cubi 1a dinh j, c6 do dai toi
thiéu trong s6 cac dinh tham gia vao né. Sau khi thuc hién duyét
theo chiéu rong, ching ta c6 thé dé dang bién dich mot thuat toan
dé tim mot dudng di toi thiéu nhu vay: Chung ta chay BFS(i) va
néu & bat ky budc nao chiing ta dat dén j, n6 sé ngay lap tic theo
sau rang c6 mot duong di gitra hai dinh, dong thai ching ta ciing
c6 mot con dudng tbi thiéu cu thé.

Dé 1am vi dy, ching ta sé xem xét do thi trong Hinh 5.8. Hay
tim duong di tir dinh 1 dén dinh 10. Sau d6, két qua cta viéc thuc
hién BFS(1) sé la:
cap do 1: 1
cap do 2:2
cép do3:3,4,5
cap d64:7,6,12
cap do 5: 10

Khi ching ta da dat dén dinh cudi ciing j (trong trudong hop nay
laj = 10), r6 rang d6 dai ctia dudng di nhé nhéat 1a mic ma ching ta
da di qua j, trir di mot. Tuy nhién, lam thé nao dé tim va in cac dinh
trung gian tham gia vao dudng? Van dé dé dang duoc giai quyét
néu & moi cAp do ching ta c6 tién than ctia dinh duge duyét, tic la
dinh tir 1an duyét lap lai trude do, tir d6 ching ta thém dinh hién
tai lam hang xom ngay lap tic. Voi muc dich nay, chung ta sé nhap
mang pred|[]: trong do, ching ta sé gitr cac gia tri trudc ctia mo6i dinh
b6 qua. D6i v6i dinh ban dau i, predlil ching ta sé khdi tao véi gia
tri —1. Do d0, predlk] sé chita dinh ma tir d6 chung ta da chuyén
dén k

Viéc phuc hoéi cac dinh trung gian tham gia vao duong di nhé
nhat tir i dén j dugce thuc hién theo so do sau:

while (j !=1) {
print(j);
j = pred[jl;
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@x ‘“x @
", pred[k] =& “‘H.,.H e

Hinh 5.9. Tiét kiém mot duong di.

}
print(j);

Doan ma gia trén sé in ra dudng dan tdi thiéu theo thit t nguoc
lai (tic 1a tir j dén i). D€ c6 dugc duong dan mot cach chinh xac,
chiing ta c6 thé viét cac dinh trong mot mang, sau d6 chiing ta c6
thé in theo thi tu ngugc lai. Do d6, chiing ta hoan toan stt dung mot
ngan xép - trudc tién hay thém tit cd cac phan t theo thu tu, sau
do tat va in. Cach sau la mot cach ¢6 dién dé "dao nguoc két qua”
va dugc thuc hién mot cach thanh lich nhat véi dé quy (xem cach
trién khai bén dudi - ham printPath). Do phtic tap cta thuét toan la
O(n + m). Trién khai day du nhu sau:

Chuong trinh 5.3. Puong di ngan nhat(503bfsminw.c)

#include <stdio.h>

#define MAXN 200 /* S6 dinh t6i da trong d6 thi*/
/* S6 dinh trong do thi */

const unsigned n = 14;

const unsigned sv = 1; /* Dinh bat dau */

const unsigned ev = 10; /*Pinh két thuc */

/* Ma tran ké ctia do thi */

const char AIMAXNI][MAXN] = {

{0, 1, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},
{1,0,1,1,1,0,0, 0,0 0,0,0,0, 0},
{0, 10,00 1,0,0,0,0,0,0,0, 0},
{0, 1, 0,0,0,0,0,0,0 0,0,1, 0, 0},
{0, 10,00 0,1,0,0,0,0,0,0, 0},
{0, 0, 1,0,0,0,1,0,0,0, 0,1, 0, 0},
{0, 0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0, 0},
{0, 0, 0,0,0,0,0 0,1, 0,0, 0, 0, O},
{0, 0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1, 1},
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{o, 0o, 0,0,0,0,1,0,0,0, 1,0, 0, 0},
{0, 0, 0,0,0,0,0,0,0,1, 0, 0, 0, O},
{0, 0,0,1,0,1, 0,0, 0,0,0,0,0, 0},
{0, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0,0, 0,0, 1},
{o, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0, 0,0, 1, 0}
};

int pred[MAXN];

char used[MAXN];

/*Duyét chiéu rong cta dinh trong khi gitr nguyén gia tri trudc*/
void BFS(unsigned i)
{ unsigned queue[MAXN];
unsigned currentVert, levelVertex, queueEnd, k, p, j;
for (k = 0; k <n; k++) queue[k] =0;
queue[0] = i; used[i] =1;
currentVert = 0; levelVertex = 1; queueEnd =1;
while (currentVert < queueEnd) { /* Khi hang dg¢i khac rong */
for (p = currentVert; p < levelVertex; p++) {
/* p - 14y phan t tiép theo tir hang doi */
currentVert++;
/* v6i méi dinh ké bat buodc j trong sb6 queuelp] */
for (j =0; j <n; j++)
if (Alqueuelpllljl && !used[jl) {
queue[queueEnd++] =j;
used[j] =1;
predljl = queuelpl;
}
}
levelVertex = queueEnd;
}
}

/* In cac dinh ctia dudng di nhé nhét va trd vé do dai cia n6*/
unsigned printPath(unsigned j)
{ unsigned count = 1;
if (pred[jl > -1) count += printPath(predljl);
printf("%u",j + 1); /* In mot dinh khac cia duong dan duge tim
thay */
return count;
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}

void solve(unsigned start, unsigned end)
{ unsigned k;
for (k =0; k <n; k++){ used[k] = 0; pred[k] =-1; }
BFS(start);
if (pred[end] >-1) {
printf("Dudng duge tim thay: \n");
printf("\nb¢ dai cua duong la %u.\n", printPath(end));
}
else
printf("Khong cé duong di gitra hai dinh! \n");
}

int main() {
solve(sv-1, ev-1);
return (;

}

Két qud thuc hién chuong trinh:

Puong dan dugc tim théy la:
125710
Con duong la 5.

Bai tap

> 5.6. Stra d6i chirc nang duyét BFS() dé né nging hoat dong khi dat
dén miic cao nhat cubi ciing.

- Kiém tra xem dé thi cé tuan hoan khéng

St dung thuat toan thu thap thong tin chuyén sau, chung ta sé
xay dung mot thuat todn dé kiém tra xem mot do thi vé hudng c6
phai 1a theo chu trinh hay khong. Thuat toan dé kiém tra tinh chu
trinh bao gom nhitng diéu sau: Thyc hién thu thap thong tin sau.
Néu tai bat ky budc nao ctia qua trinh thu thap thong tin, n6 chi ra
rang dinh i dugc dé cap c6 mot hang xém ma ching ta da di qua va
khac véi dinh i trudce d6, thi dé thi d6 c6 chita mot vong lap.

Chung ta sé thuc hién thuat toan bf?mg cach stra d6i ham DFS()
(vi tham s6 ctia n6, ching ta sé thém int parent - ham me & trén ciing
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ma chiing ta hién dang &). Néu chuing ta dat tir dinh i hién tai dén
dinh ma ching ta da & d6, khong phai la gia tri goc, thi vong lap
da dong. Chung ta sé danh ddu cac dinh da thdm nhu binh thuong
trong used[] da sit dung, va trong ham chinh, ching ta sé€ goi DFS(,

-1) cho méi dinh i, diéu nay van chua dugc xem xét cho dén nay. Gia
tri -1 cho gdc c6 nghia 1a dinh nay la dinh dau tién thu thap thong
tin thanh phan két nbi tuong ing va do dé khong c6 gia tri chinh.

Chuang trinh 5.4. Duong di ngan nhat(504formcycl.c)

#include <stdio.h>

/* Sb dinh tbi da trong do thi */
#define MAXN 200

/* Sb dinh trong do thi */

const unsigned n = 14;

/* Ma tran ké ctia do thi */

const char AIMAXNI][MAXN] = {

{0, 1, 0, 0,0, 0,0 0,0,0,0,0,0, 0},
{1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},
{0, 1, 0,0,0, 1,0, 0,00 0,0, 0, 0},
{0, 1, 0,0,0, 0,0, 0, 0,0,0,1, 0, 0},
{o, 1, 0,0, 0,0,1,0, 0,0,0,0,0, 0},
{0, 0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1, 0, 0},
{0, 0,0,0,1,1,0,0,0,1, 0, 0, 0, 0},
{0, 0o, 0, 0,0,0,0, 0,1, 0,0, 0, 0, 0},
{0, 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1, 1},
{0, 0, 0,0,0,0,1,0,0,0,1, 0, 0, 0},
{o, 0, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0,0, 0, O},
{0, 0,0,1,0,1,0,0,0,0, 0,0, 0, 0},
{0, 0o, 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0, 1},
{0, 0, 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1, 0}
};

char used[MAXN], cycl;

/* Stta d6i DFS */
void DFS(unsigned i, int parent)
{ unsigned k;
used[i] =1;
for (k =0; k <n; k++) {
if (cycl) return;
if (Alillk]) {
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if (used[k] && k != parent) {
print£("Do thi c6 tinh chu trinh! \n");
cycl =1;
return;

}

elseif (k != parent)
DFS(k, i);

}
}
}

int main() {
unsignedk, i;
for (k = 0; k <n; k++) used[k] =0;
cycl =0;
for (i =0; i <n; i++){
if ('usedli]) DFS(, -1);
if (cycl) break;
}
if (0 ==cycl)
print£("do thi 1a mot cdy (khong chira vong lap)!\n");
return 0;

}

Két qud thuc hién chuong trinh:

Db thi 1a tuan hoan!

D6 phtic tap ctia thuat toan 1a @ (n + m), va khi biéu dién do thi
bc:”mg ma tran lan can, nhu trong cach trién khai dugc dé xuat, né la
O(n?).

Bai tap
> 5.7. Chuong trinh trén c6 hoat dong trong truong hgp do thi c6
dinh huéng khong?

> 5.8. Ban c6 thé thuc hién nhitng stta d6i nao trong truong hop do
thi c6 dinh huéng? Ma dugc don gian héa hay phuc tap?

- Tim t4t cd cdc dwong di don gidn giira hai dinh
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Trong phan nay, ching ta sé xem xét thuat toan thu thap thong
tin chuyén sau. Trong DFS ti phan 5.3.2, khi dinh ma chiing ta dang
xem xét hién c6 nhiéu hon mot ngudi ké nhiém, ching ta da chon
tiép tuc voi dinh c6 sb thap nhat. Viéc thu thap thong tin sé ding
néu chung ta chon tiép tuc véi dinh c6 s6 lugng 16n nhéat, cing nhu
theo bat ky cach sap xép nao khac ctia cac dinh. Ching ta sé thay
trong giay lat quan sat nay sé giup chung ta xay dung mot thuat
toan tim tat cd cadc duong di c6 thé ¢ gitra hai dinh nhu thé nao.

Khi tim kiém tit cd cac duong di tir i dén j, chung ta phai ap
dung tinh hét hoan toan (c6 thé thuc hién bang cach quay lai tim
kiém - xem Chuong ??). Do d6, do phtc tap caa thuat toan theo
sau sé 1a cAp s6 nhan. Mot lan nita, chiing ta sé luu y rang chiing ta
dang tim kiém tat ca cac con dudng don gian, tic la. khong chita cac
dinh 13p lai. Nguoc lai, néu duong dan chira dinh 13p lai, diéu dé
c6 nghia 1a n6 ¢6 chita mot vong 1ap - khi d6 ban sé c6 thé tim tuy y
nhiéu duong dan xuét phat tir dinh da cho (méi duong tiép theo sé
c6 dugc bang cach "quay" mot hodc nhiéu lan trong chu trinh).

Thudt todn tim tdt cd cdc dwong ddn don gidn

Néu ching ta thuc hién thu thap thong tin quen thudc theo chiéu
rong hodc chiéu sau, bat dau tir i, ching ta sé tim thay mot duong di
don gian c6 thé tir i dén j, vi chiing ta nhat thiét phai di qua tat ca cac
dinh ctia cting mot thanh phan (bao gom ca dinh j). Tat nhién, néu
hai dinh khéng thudc cting mot thanh phan cda két ndi, thi khong
c6 duong di nao gitra ching va nhu vay sé khong duoc tim thay
Viéc stta d6i thuat toan thu thap thong tin theo chiéu sdu bao gom
thuc hién dé quy tuan tu DFS(k) cho méi dinh k lién ké véi dinh
i hién dang duoc xem xét va khong chi cho lan can c6 ) luong toi
thiéu. Bang cach nay, chu trinh chinh trong chuong trinh sé khong
thay doi:

for (k =0; k <n; k++)
if (ALI[k] && 'used[k]) allDFS(, j);

Su khac biét sé la trong cach trién khai mdi, ching ta sé thuc hién
phép géan usedli] = 0 sau khi trd vé tir dé quy, trong khi trong DFS
thong thuong thi diéu nay khong dung nhu vay. Trong vi du cda
Hinh 5.8 diéu nay c6 nghia nhu sau: By gid chiing ta hay nhin vao
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dinh 2 - n6 c6 bon nguoi hang xém: 1,4, 3,5. Ching ta dén tir dinh
1 va do d6 ching ta sé khong tiép tuc né. Thuc hién for -chu trinh,
chon dinh 3 va bat dau DFS(3). Do d6, ching ta sé tiép tuc thu thap
dir liéu mot cach dé quy ngoai dinh 3, nhung sau khi quay trd lai tu
dé quy & cudi DFS(3), phép gan used[3] = 0 sé dugc thuc hién. Hon
nita, khi qua trinh thu thap thong tin tiép tuc véi cac hang x6m tiép
theo - dinh 4 va 5, trong nhitng lan thu thap thong tin nay, n6 sé c6
thé vugt qua dinh 3. Day khong phai 1a truong hop véi DFES thong
thuong - vdi nd, chiing ta da tirng danh dau dinh 3 véi used[3 ] = 1,
n6 khong con kha dung & bat ky budc thu thap thong tin tiép theo
nao.

Chting ta cling sé gi6i thiéu mot dudng dan mang pathl], trong
do chung ta sé gitt cac dinh theo thu tu cta duong di ngang cta
ching. Do d6, néu tai mot s6 bude chiing ta dat dén muc tiéu dinh
cubi cting j, chung ta c6 thé in ra dudng dan hién tai. Sau day la cach
trién khai ham allDFS (i, j). N6 dugc dap ing bdi hai tham sb: dinh
ma chung ta bat dau tir i, va dinh ma chting ta phai dat t6i j. Tat ca
cac dau vao dugc dat & dau chuong trinh duédi dang hang sé.

Chuang trinh 5.5. Tim tat cd duong dan(505btdfs.c)

#include <stdio.h>

/* Sb dinh tbi da trong do thi */

#define MAXN 200

/*S6 dinh trong do thi*/

const unsigned n = 14;

const unsigned sv = 1; /* Dinh xuat phat */
const unsigned ev = 10; /* Dinh két thuc */
/* Ma tran ké ctia do thi */

const char AIMAXNI][MAXN] = {

{0, 1, 0, 0, 0,0, 0,0,0,0,0 0,0, 0},
{1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0, 0},
{0, 1, 0,0,0,1,0,0,0, 0,0,0,0, 0},
{0, 1, 0,00, 0,0,0,0,0,0,1, 0, 0},
{0, 1, 0,0,0,0,1,0,0,0, 0,0,0, 0},
{0, 0,100 0,1,0,0,0,0,1, 0, 0},
{0, 0, 0,0,1,1,0,0,0,1, 0,0, 0, 0},
{0, o, 0, 0, 0, 0,0,0,1,0,0,0,0, 0},
{0, 0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1, 1},
{0, 0, 0, 0,0,0,1,0,0,0,1, 0,0, 0},
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{o, 0, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0, 0, 0, 0O},
{o, 0,0,1,0,1,0,0,0,00,0,0, 0},
{o, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0,0, 0,0, 1},
{o, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0, 0,0, 1, 0}
};

char used[MAXN];

unsigned path[MAXN], count;

void printPath(void)

{ unsigned k;

for (k = 0; k <= count; k++)
printf("%u ", path[k] + 1);
printf("\n");

}

/* Tim tat cd cac dudng di don gian gitta cac dinhi va j*/
void allDFS(unsigned i, unsignedj)
{ unsigned k;
if (i ==j) {
path[count] = j;
printPath();
return;

}

/* danh dau dinh da ghé tham*/

used[i] =1;

path[count++] =1i;

for (k = 0; k <n; k++) /* dé quy cho tat ca nhirng dinh ké cta i*/
if (Alil[k] && !used[k]) allDFS(k, j);
/* return: bo danh diu dinh da ghé tham*/
used[i] = 0; count--;

}

int main() {
unsigned k;
for (k = 0; k <n; k++) used[k] =0;
count = 0;
printf("Nhiing con duong don gian & gitra %u va %u: \n", sv, ev);
allDFS(sv-1, ev-1);
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return 0;

}

Két qua tir viéc thiee hién chuong trinh:

Céc duong dan don gian tur 1 dén 10:
1236710

124126710

125710

Bai tap

> 5.9. Dé trién khai mot thuat toan dé tim tat ca cac duong dan don
gian bang cach thu thap thong tin theo chiéu rong (BFS). Ma dugc
don gian héa hay phtc tap? Do phtic tap ctia thuat toan c6 thay doi
khong?

5.4.2. Dudng tdi uu trong do thi

Dinh nghia 5.15. Cho dugc mét do thi c6 hudng trong s6 G(V, E)
Vi cac canh cta cac canh cho trudc 1a cac sd thuc. Chiéu dai ctia
mot dudng trong G 1a tong trong s6 ctia cac canh 6 lién quan.

Trong phan nay, chung ta sé tap trung vao cac thuat toan dé tim
do dai duong dan t6i da va nho nhét trong mot do thi. Trong 5.4.1
ching ta da xem xét mot thuat toan dé tim tat ca cac duong di gitra
hai dinh. M6t giai phdap nhu vay vdi su can kiét hoan toan la cach
duy nhat dé gidi quyét mot s6 van dé vé tim duong di t6i uu, nhung
d&c biét trong truong hop ching ta dang tim duong di t6i da hoac
toi thiéu dudi dang tng / tich cta trong lugng cta cac canh ciu
thanh ctia nd, c6 cac thuat toan hiéu qua hon nhiéu.

Trong mot s tac vy, c6 thé xac dinh do dai duong dan khong
phai la mot tdng, ma 1a mot s6 ham khac ctia trong sb ctia cac canh
(va tham chi ca cac dinh) lién quan dén duong dan. D€ cac thuat
toan nay cling van ¢6 gia tri trong nhirng truong hgp nay, phai c6
mot s6 tiéu chi cu thé vé tinh t6i wu (ching phu thudc vao thuat
toan cu thé dang dugc xem xét).

Trude khi chuyén sang phan thuc, chung ta sé chi y dén mot sd
chi tiét chua ro rang. Vi c6 thé khong c6 han ché nao ddi voi duong
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dan 1a don gian, ching ta phai can than trong truong hop do thi c6
chita mét vong lap. Vi du: néu chiing ta tim kiém mot dudng di nho
nhat va c6 mot chu trinh &m (chu trinh ¢6 d6 dai &m), chung ta sé
c6 thé "xoay" trén chu trinh nay bat ky sb 1an nao, trong dé chiéu
dai cia duong dan (bang téng ctia cc canh trong d6) sé giam nhiéu
tiy y dén trir vo cuing. Tuong ty, néu ching ta tim mot duong di
cuc dai va ¢c6 mot chu trinh duong, thi v6i moi duong di chira né,
chuing ta sé c6 thé "xoay" chu trinh, do dé thu dugc mét chiéu dai
l6n tuy y.

Cac thuat todn ma chiing ta sé bat dau sé 1a tim duong di nho
nhat trong d0 thi. Néu chiing ta tim kiém duong dan tdi da, ching ta
c6 thé dé dang stra d6i chung. Mot giai phap kha thi 1a "ddo nguoc”
trong s ctia cac canh ctia d6 thi: ching ta sé thay déi trong s6 f (i, /)
ctia mbi canh (7,7) thanh —f£(i, ). Néu sau d6 chung ta thuc hién
mot thuét toan dé tim duong di nho nhét trong do thi méi thu duoc,
thi duong di tim duoc sé 1a duong 16n nhat cho duong ban dau. Tuy
nhién, cach tiép can nay khong phai ltic nao cling c6 thé a4p dung va
khong phd bién dé tim cac loai duong dan cyc dai khac nhau trong
céc loai d6 thi khéac nhau.

Hau hét cac thuat toan dé tim mot duong cuc tri déu dya trén
dau hiéu t6i uu sau:

Dinh ly 5.1 (dau hiéu ctia tinh t6i wu). Gid sit mot do thi, mot cip dinh
ciia né (vy,vy) va mot duong di nhd nhat p = (v1, v, ..., vy) gitta vy VA
vk Khido, voi1 <i < j <k duongdip = (v;,v;+1,..., v;) la duong
di nhé nhat tir dinh v; dén vj.

Hinh 5.10. T6i wu héa duong.

Tinh hop 1é ctia dinh ly cubi cting c6 thé dé dang ching minh
bang cach gia thiét nguoc lai (Chiing ta dé doc gia xem nhu mot bai
tap).
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Dé tim nhitng con duong tdi thiéu, mot mang thuong dugce gidi
thiéu nhat, cac gia tri clia n6 c6 nghia 1a gidi han trén ctia nhitng
con duong tdi thiéu bat bude. O mbi budc, mot trong cac gidi han
trén dugc gidm xubng (cach thurc hién diéu nay phu thudc vao thuat
toan cu thé) cho dén khi dat dén muc t6i thiéu can thiét.

Chting ta sé chirng minh so do tong quat dugc coi 1a véi mot sd
thuat todn néi tiéng nhat dé tim duong dan t6i thiéu trong do thi.

Bai tap

> 5.10. Hay chiing minh d4u hiéu ctia sy t6i vu.

- B4t dang thif'c cia tam giac

Céac thuat toan ctia Ford-Bellman, Floyd va Dijkstra dua trén bat
dang thirc ctia mot tam gidc: téng do dai cda hai canh bét ky 16n
hon d¢ dai cta canh tha ba. Goi d(i, j) la khoang cach gitra cac dinh
i va j. Khi d6, trong truong hop do thi c6 huéng, cac bat dang thiic
clia tam giac d6i vdi bo ba dinh i, j, k tiy y c6 thé dugc viét nhu sau:

d(i, k) +d(k,j) >d(i,j)
d(i,j) +d(j, k) > d(i k)
Ak 1) + d(i, ) > d(k, )
4(,K) +d(k, 1) > d(j, 1)
d(k,j)+d(j,i) > d(k,i)
4(,1) + d(i, k) > d(j, k)

Trong truong hop do thi v hudng, ching ta c6 d(x,y) = d(y, x)
cho méi cdp dinh x, y va ba bt dang thic cubi ciing trg thanh du
thira. Mbi thuat toan dugc liét ké dua trén viéc kiém tra tuan tu (mot
s6) bat dang thic ctia tam gidc va trong truong hop vi pham, thiét
lap dang thuc.

Bai tap

> 5.11. Chiing minh su can thiét phai quan sat bat dang thic ctia
tam giac nhu 1a mot hé qua cta diu hiéu cda t6i vu.
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- Thuat toan Ford-Bellman

Cho la mot do thi c6 huéng G(V, E) va tim khoang cach ngan
nhat tir mot dinh s dén tAt ca cac dinh khac. Chiing ta sé gia st rang
chung ta dang lam viéc vdi ma tran trong s6 Alil[j] ctia do thi G.
Trong trudng hop canh (i, j) khong ton tai, gia tri cua Alil[j] sé la
write +oco (va vi ching ta dang lam viéc v6i cau tric dit liéu hiru
han, day sé 1a gia tri cho phép 16n nhét ctia kiéu cac phan tir cia A).

Thudt todn Ford-Bellman:

1) Ching ta nhap mét mang DI], va sau khi hoan thanh thuat
toan, D [i] sé chita d6 dai ctia duong di nho nhat tir s dén moi dinh
i khac cta do thi. Ching ta khdéi tao DIi] = Alsl[i], cho méi dinh
icV.

2) Chiing ta cb gang toi wu héa gia tri cua D[i] cho méii € V
theo cach sau: Vi méi j € V, néu DIil>DIjl + Aljl[i], chiing ta gan
DIil = DI[jl + A[jlIlil.

3) Sau khi lap lai budc 2) n — 2 lan, mang D[] sé chira cac duong
di nho nhét can thiét.

Chuoang trinh 5.6. Thuat toan Ford-Bellman (506belman.c)
for (k =1; k <=n- 2; k++) /* 1gp lai (n-2) lan */
for (i =0; i <n; i++)
for (j =0; j <n; j++)
if (Dli] > DIj]l + Al[jl[i])
Dlil = DI[jl + Aljllil;

RO rang, do phtc tap cua thuat toan la @ (n?), vi bude 2) c6 do
phtic tap ©(n?) va dugc thuc hién n — 2 1an. Piéu duy nhét can can
than trong truong hop nay theo quan diém cua hién thyc la tinh
tong DIj] + Aljl[i] dé khong bi tran (khi bat ky DIjl hodc A[I[ il
duoc khdi tao vdi gia tri 16n nhat cho kiéu).

Thuét toan Ford-Bellman hgp 1é cho cac do thi c6 trong s6 canh
tiy y: c& duong va am. Tat nhién, trong sy hién dién ctia mét chu
trinh 4m, ching ta khong thé néi vé mot con dudng toi thiéu (xem &
trén). Mot tinh nang httu ich cta thuat toan Ford-Bellman la né cho
phép phét hién cac vong 1dp 4m: Néu sau khi hoan thanh, déi véi
bat ky cdp dinh (i, j) nao dugc théa man DIlil> DIj] + Aljl[i], thi d6
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thi chita moét vong lap am (Tai sao?).

Bai tap
> 5.12. Hay ching minh thuat toan Ford-Bellman.

> 5.13. Tai sao chu trinh ngoai cung cua thudt toan trén dugc lap lai
n — 2 lan ma khong phai vi du nhu n hay n — 1?

> 5.14. Chiing minh rang néu sau khi hoan thanh thuat todn Ford-
Bellman cho bt ky cap dinh nao (i, j), DIil> DIjl + Aljl[i] dugc théa
man, thi d6 thi chita mot s6 am xe dap.

> 5.15. Phat biéu ngugce lai ¢6 dung khong, cu thé la: Néu do thi
chta chu trinh &m thi sau khi hoan thanh thuat toan Ford-Bellman
sé c6 moét cap dinh (7, j) ma DIil> DIj 1 + A[jI[i]?

- Thuat toan cuaa Floyd

Thuat toan cua Floyd tuong tu nhu thuat toan cua Ford-Bellman.
Su khéc biét co ban 1a khi né két thuc, ching ta c6 d¢ dai cta cac
duong di nhd nhat gitta mdi cip dinh trong do6 thi ma khong can
thém bo nhd (st dung ma tran trong s6 ctia né). Piéu nay cé nghia
la néu ngay tu dau trong Alil[j] trong sb ctia canh (i, j) duogc viét,
thi sau khi thuc hién thuat toan Floyd trén ma tran A[l[], gia tri cta
Alil[j] sé la d6 dai cua duong di nhé nhat gitra i va j.

Thuat toan bao gdm nhitng diéu sau: voi méi hai dinh i,j € V,
Alil[j] dugc gan nho hon Alil[j] va Alil[k] + A[KI[j], d6i v&i mdi
k € V dinh. Y nghia ctia dinh k, v6i tu cach la dinh trung gian dé
t6i wru héa duodng, sé trd nén 16 rang hon trong phan trinh bay cta
doan tiép theo (lugc d6 tong quat cua Floyd).

Do phic tap cta thuat toan Floyd la ®(n?). Nhu véi Ford-
Bellman, sy hién dién ctia cac canh 4m khong phai 1a van dé, mién
la dd thi khoéng chira cac vong am.

Chung ta sé thuc hién kiém tra & trén véi ba chu trinh 16ng nhau
- k,i va j. D€ thuan tién, khi so sanh budc chinh, thay vi 0, ching
ta sé st dung gia tri MAX_VALUE, nghia la khong c6 canh trong ma
tran trong ) (trong thuc té, s6 0 c6 thé 1a gia tri trong sO hop 1é).
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Dé chuong trinh hoat dong chinh xac, MAX_VALUE phai c6 gia tri
16n hon n.d max, trong d6 d max la trong s6 16n nhat ciia mot canh
ctia do thi (yéu cau nay c6 thé duge lam yéu di: chi can lay téng cac
canh duong 1a da). Cling nén can than dé lam tran phan téng két:
Vi ching ta c6 hai phép cong, MAX_VALUE khong dugc vugt qua
MAXINT/2, trong d6 MAXINT la gia tri 16n nhat cho kiéu int trong
trinh bién dich C tuong tng (trong hau hét cdc moi truong, hang s6
MAXINT dugc xac dinh trong tiéu dé tép <values.h>).

)

Hinh 5.11. T6i wu héa duong.

Sau day la ma nguodn ctia chuong trinh. Dit liéu dau vao tuong
ung v6i do thi khong dinh hudng trong Hinh 5.11 (Tat nhién, thuat
toan cta Floyd cting nhu chuong trinh bén dudi sé hoat dong chinh
xéac v6i do thi ¢6 dinh hudng). Khi dat dir liéu dau vao 1a hang sb,
chiing ta da stt dung gia tri 0 d€ chi ra sy khong c6 canh trong ma
tran trong s6 (dé ro rang hon trong ma ngudn). Sau d6 (§ dau ham
floyd() chinh) tat ca cac truong 0 déu dugc gan gid tri MAX_VALUE

Chuong trinh 5.7. Thuat toan floyd (507floyd.c)

#include <stdio.h>

/* Sb dinh tbi da trong do thi */
#define MAXN 150

#define MAX_VALUE 10000

/* S6 dinh trong do thi */

const unsigned n = 10;

/* Ma tran trong sOctiaddthi */
const unsigned AIMAXNI[MAXN] = {
{0,230, 0,0,0,0,8,0,01,
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/* Tim d¢ dai cua duong di nho nhét gitta méi cap dinh*/
void floyd(void)
{ unsignedi, j, k;

/* cac gia tri 0 thay d6i thanh MAX_VALUE */
for (i =0; i <n; i++) for (j =0; j <n; j++)
if (0 == Alillj1) Alill[j] = MAX_VALUE;

/* Thuat toan Floyd */
for (k =0; k <n; k++)
for (i =0; i <n; i++)
for (j =0; j <n; j++)
if (AL[j] > (ALILK] + ALKI[1))
Alillj1 = Alil[k] + AIKI[j1;

for (i =0; i <n; i++)
Alilli] =0;
!

void printMinPaths(void)
{ unsignedij, j;
printf("Ma tran trong sO sau khi thuc hién Floyd:\n");
for (i =0; i <n; i++) {
for (j =0; j <n; j++)
printf("%3d ", MAX_VALUE == Alil[j]) ? 0 : Alil[j]);
printf("\n");
}
}
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int main() {
floyd();
printMinPaths();
return O;

}

Két qud thuc hién thugt todn:

Ma tran trong s sau khi thuc hién Floyd:
0233226 0 057 8038
23 09 3 0 03431016
32 9 0 6 0 043250 7

26 3 6 0 0 03731013
0000010 0 00 O
0 00010 00000

57344337 0 0 065050
8312531 0 065 0030
000O0O0O0OO0O0O0O
3816 713 0 050300 O

Chung ta sé luu y rang thit ty cta cac chu trinh 1a cht yéu: chu
trinh ctia k phéi & ngoai cting. Y tudng la dau tién ching ta tim cac
duong di ngan nhat véi cac dinh trung gian 1, sau d6 la nhitng con
duong c6 cac dinh trung gian 1 va 2, sau d6 la nhirng con duong c6
cac dinh trung gian 1, 2 va 3, v.v. R6 rang 1a vi tri tuong ho cua cac
chu trinh trén i va j la khong c6 y nghia. ca phdp lénh k,7,j va k,j,i
déu dung. Nhung moi quy dinh khac déu dan chiing ta dén mot
thuat todn khong chinh xac. Hay coi ma tran nhu mét vi du (luu y
rang n6 khong déi xing, tic la tuong ing v6i mot do thi c6 dinh
hudng):

constn =4;

int A[n][n] =

{//] ABCD
{0,0,6,2}, /A

, 0}, /I B

, 01, /1 C

, 0} // D

4 4

{0
{o,
{o

4

O = O
N O O

4 4

b

Véi su sap xép dung, ching ta thu dugc ma tran cac duong dan toi
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thiéu sau:

0542
0000
0100
0320

Tuy nhién, theo thit tu cta cac chu trinh i, k, j ta co6:

0742
0000
0100
0320

Trong trudng hop dau tién, duong di ngan nhét tir A dén B la
(A,D,C,B) v6i do dai 1a 5, va trong truong hop thu hai - ching ta
nhan dugc sai (A, C, B) v6i do dai la 7. Ching ta dé ngudi doc quyét
dinh tai sao no lai xay ra su khac biét nay.

Luu j: Viéc khoi phuc cac duong dan nhé nhéat cu thé, khong chi
tim d¢ dai cuia chiing, sé dugc thao ludn bén dudi khi xem xét thuat
toan Dijkstra. Ngudi doc c6 thé truc tiép "chuyén” va 4p dung so do
nay cho thuat toan caa Floyd.

Bai tap

> 5.16. Trén mot cdp dinh (7,j) hay khoi phuc mét duong di nhd
nhat cu thé.

> 5.17. Trén mot cdp dinh nhat dinh (i, ) hay khoi phuc tat ca cac
duong t6i thiéu.
- Thuat toan téng quat cta Floyd

Thuat toan Floyd dé tim duong di nho nhét gitra tat ca cac cap
dinh ¢6 thé dugc tom tat thanh so d6 sau dé tim duong di toi wu:

9" (i, ) = Flo" Vi, ), 9" Vi, k) & 9"V (K, )},

trong d6 ¢V (i, j) = £(i, ).
9% 1a mot ham dai dién cho duong di t6i vu giita hai dinh, chira
khong qua k dinh, c6 thé toi uu héa va @ 1a mot phép toan hai dbi
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s6 tinh toan tong gid tri ctia dudng di c6 dugc bang cach ghép hai
non -dudng dan két hgp. Biéu dién dé quy nhu vay cho ta an tugng
rang ching ta dang lam viéc véi n ma tran s6: vi ma tran véi cac
gia tri M (i, ) 12 ma tran trong sb ctia d thi va ¢ (i, j) 1a ma tran
vdi cdc dudng dan tbi wu can thiét. im lang. Luge do trén duoc thuc
hién ldp di lap lai vdi bo nhd bac hai, nhu trong thuat toan cta Floyd
& doan trude. Ham F duge st dung dé t6i wu hoa gia tri thu dugce
bang phép toan ®.

Do phtc tap cta thuat toan tong quét Floyd, néu chung ta gia
dinh rang do phuc tap caa viéc thuc hién phép toan @ va tinh ham
F 1a hang s6, giébng nhu tiéu chuan: @(n?).

Hay xem cach chiing ta c6 thé ap dung so do trén dé tim do dai
t6i thiéu ctia cac con dudng gitra tat ca cac cap dinh. Trong truong
hop nay, phép toan & sé la tong do dai cta hai duong di. Vi ching
ta dang tim mo6t duong di c6 d6 dai nho nhat, F sé 1la ham nhé nhat.

Chiing ta sé sit dung mot ma tran don A[I[] dé luu két qua cua
céc gia tri thit k ctia ham ¢ (4, j). Lic dau ta khoi tao A[l[] véi cac
trong s6 cho trude clia cac canh ctia dd thi (tic 1a A[l[] 1a ma tran
cac trong s6). Khi F 1a cuc dai va khong ton tai canh (i, j) thi ma tran
Alil[j] dugc viét bang 0. Gia tri cta Alil[i] cho cac vong lap sé la +
v0 circ (MAX_VALUE). Nguoc lai, khi F 1a cyc tiéu va khong ton tai
canh (i, /) thi ma trdn chita MAX_VALUE va gia tri cua Alil[i] 1a 0.

Thay vi Alil[i] == MAX_VALUE hoac A[i][i] == 0, thich hgp hon
1a thuc hién kiém tra sau:

if (i! =) && (! =k) && (k!'=j)) {...}

Diéu nay tranh viéc str dung va khdi tao cac phan tir dudng chéo
Alillil.

Chung ta sé minh hoa nhitng gi da dugc néi cho dén nay bang
mot vai vi du.

Vidu 1. D¢ tin cdy trén duong

Mot do thi co trong sb dai dién cho mdt mang may tinh dugc
dua ra, trong d6 trong s6 ctia méi canh £ (i, j) cho biét d¢ tin cay cta
két ndi gitra cac may tinh i va j (s6 tir 0 dén 1). Sau do6, do tin cay
ctia duong dan trong do thi dugc xac dinh 1a tich cta trong luong
cta cac duong canh ma n6 chtra. Bai toan la tim cach déng tin cay
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nhét dé truyén thong tin gitra hai may tinh. O day chuong trinh ctia
Floyd dugc ap dung nhu sau:

o (i, ) = max(9* (i, ), oV (i, k).9" (K, j))

Ma tran A[l[], thuc hién luge do, chira 0 néu khong c6 canh gitta
hai dinh. Vi gia (d6 tin cay) thu dugc mdi 1an béng cach nhan trong
lugng cua cac canh cua no, nén hoat dong ctia n6 @ la phép nhan.
Vi duong di voi do tin cdy cao nhat duoc tim kiém, F sé 1a curc dai.

Vi du 2. Puwong cé do tham 1on nhat

Trong do thi c6 trong s6 dai dién cho hé thong cap nudc, trong
lugng ctia mbi canh f(i,7) cho biét do tham ctia né. Bai toan 1a tim
duong di tir s dén t c6 do tham cuc dai. P6 tham cta duong dugc
dinh nghia 1a trong lugng t6i thi€u ctia canh ndi hai dinh duong lién
tiép. So dd téng quat ctia Floyd cho bai todn nay sé 1a:

9" (i, j) = max(9 (i, ), min(p"* "V (i, k), o" V(K ),

Ma tran A[l[] chita 0 néu khong c6 canh gitra hai dinh. Vi gid (do
thAm) ctia méi duong di duge xac dinh bdi canh c6 do tham thap
nhat nén hoat dong ctia né 1a nhoé nhét. Vi chiing ta dang tim duong
dan c6 thong lugng cao nhat, F sé 1a dudng dan 16n nhét.

Vi du 3. Tim t con duwong nhé nhdt ddu tién

Viéc tim dudng di nhd nhat t dau tién gitta méi hai dinh trong
do thi ¢6 thé dugc thuc hién lai bang cach st dung luge do téng
quét ctia Floyd. Ung dung ctia n6 trong trudng hop nay khong truc
tiép nhu vay, nhung luge d6 dugc gitt nguyén: ham ¢®) (i, j) dugce
dinh nghia khong phai la mét s6 ma 1la mot vecto ctia cac sb ¢
y nghia la do dai cua cdc duong di nhé nhat. Tuong tu, F va @
dugc xac dinh trén vecto: cuc tiéu cda hai vecto (x1,xy, ..., x;) va
(y1, 2, -, y)1a vecto gdm nhiéu nhat s6 t nho gitra cac s6 trong hai
vecto va tong ctia hai vecto: nhu mot vecto gom t nhd nhét gitra
cac sb X1 +y,x1+Yy2, .., X1 +Ys, X2 +y1, X2+ Y2,..., X0+ Yt, ..., +Xt +
Y1, Xt + Y2, Xt + Yt

C6 mot sb vi du khac (c6 ung dung thuc té) trong do luogc do
Floyd tong quat dugc ap dung thanh céng: va nhiing vi du khac.

Néu chiing ta tim khoang cach tbi thiéu tir mét dinh ¢ dinh s
dén tat ca cac dinh khéc, thi c6 mot thuat toan t6t hon Floyd.
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Bai tap
> 5.18. Viét chuong trinh tinh toan d¢ tin cdy ctia duong (Vi du 1).

> 5.19. Viét chuong trinh tinh toan do thAm cta duong (Vi du 2).

> 5.20. Viét chuong trinh dé€ tim p dudng di ti thiéu dau tién (Vi
du 3).

- Thuat toan Dijkstra

Phuong phap hiéu qua nhat dé tim cac duong di nhé nhat tir
mot dinh cu thé dén tat ca cac dinh khéc 1a thuat toan Dijkstra. Cho
mot do thi c6 hudng cé trong s6 G(V, E) véi n dinh duge cho. DE ap
dung thuat toan, trong s6 ctia cac canh £ (i, j) phai la s6 duong (xem
chii thich & cudi doan). Hay tim duong di nhé nhat tir mot dinh c6
dinh s € V dén tt ca cac dinh khéac ctia do thi. V&i ¢(s, i), ching
ta sé biéu thi do dai cia duong di nhé nhat tir s dén i. N6i chung,
thuat toan Dijkstra dya trén nguyén tac sau: Dé im ¢(s, i), ching
ta phai tim gia trj nho nhat trong s ¢(s, j) + f(j, 1), v6i mdi j,j # i.
Do d6, mbi dinh i ctia d6 thi duogc gdn mot gid tri thoi gian d[i], la
gidi han trén ctia ¢(s, 7). Trong qua trinh hoat dong cta thuat toan,
gia tri nay gidm dan cho dén khi cubi cting d[i] trd thanh chinh xéac
bang ¢(s,i):

Thudt todn Dijkstra

1) Khoi tao mang d[] nhu sau:

dli] = Alslli] cho méi i € V hang xém cta s.

dli] = MAX_VALUE, v6i méi dinh i, khong ké véi s.

Sau khi hoan thanh thuat toan d[i] == MAX_VALUE t.s.t.k. khong
c6 duong di gitra s va i.

2) Chung ta gidi thiéu mot tap hop T, ban dau chia tat ca cac
dinh ctia d6 thi, khong c6s: T =V \ {s}.

3) Trong khi T chita it nhat mot dinh i ma d[i] <MAX_VALUE:

3.1) Ta chon dinh j € T sao cho dlj] la cyc tiéu.

3.2) Chung taloaitrir jkhoi T: T =T\ {j}

3.3) Véimdii € T ta thuc hién dli]l = min (dlil, d[j] + A[ILi]);
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Dé khoi phuc cac dinh lién quan dén duong dan nhé nhat (va
khong chi d6 dai duong dan), chung ta sé gidi thiéu mot mang bo
sung pred[]. Do d6, & vi tri thit i cia mang predl], dinh j duoc viét,
ma ¢(s,j) + f(j, i) 1a cuc tiéu:

if (dlil >dljl + Afjlli]) {
dlil =d[jI + A[jllil;
predli] =j;

}

Trén mang nay, sau khi hoan thanh thuét toan, duong dan c6 thé
duoc khoi phuc, vi du bf?mg cach st dung ham sau:

void printPath(unsigned s, unsignedj) {
if (predlj] !'=s)
printPath(s, pred[jl);
printf("%d",j); /* in duogc thuc hién sau khi quay trd lai tu dé
quy*/

}

Ky thuat dugc sit dung trong chitc nang trén dé khoi phuc va in
duong da xay dung ma ching ta da biét tir 5.4.1 - ngdm dinh mot
ngan xép duge st dung, bao gdom mdi dinh ké tiép va viéc in dugc
thyc hién sau khi kiém tra dinh cubi cung, trong qua trinh dé quy
nguoc lai.

Cac dau vao mau duge st dung trong qua trinh trién khai bén
dudi duge ghi lai dudi dang hang s6 & dau chuong trinh va tuong
ung voi cot trong Hinh 5.11.

Chuong trinh 5.8. Thuat todn dijkstra (508dijkstra.c)

#include <stdio.h>

/* Sb dinh tbi da trong do thi */
#define MAXN 150

#define MAX_VALUE 10000

#define NO_PARENT (unsigned)(-1)
/* Sb dinh trong do thi */

const unsigned n = 10;

const unsigneds=1;

/* Ma tran trong sO ctia dd thi */
const unsigned AIMAXNIIMAXN] = {
{o, 230, 0,0,0,0,8,0,01,
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char TIMAXN];
unsigned d[MAXN];
int pred[MAXN];

/* Thuat toan Dijkstra - duong dan tdi thiéu tir s dén cac dinh khac *
/
void dijkstra (unsigned s)
{ unsigned i;
for (i =0; i <n; i++) /*su khdi tao: d[il=Als][i], i trong V, i !
=s */
if (0 == Alsllil]) {
dli] = MAX_VALUE;
pred[i] = NO_PARENT;
}
else {
dli] = Alsllil;
pred[i] =s;
'
for (i =0; i <n; i++) T[i] =1; /* T chira tat ca cac ngon*/
T[s] = 0;
pred[s] = NO_PARENT; /* tir d6 thi, ngoai trir s */
while (1) { /* trong khi T chtai: d[i] < MAX_VALUE */
/*chon dinhj tu T madljl 1a cuc tiéu*/
unsignedj = NO_PARENT;
unsigned di = MAX_VALUE;
for (i =0; i <n; i++)
if (Tli] && dli] < di) {
di =dl[il;

j =1
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}
if (NO_PARENT == j) break; /* d[i] = MAX_VALUE, véi tat ca i:
thoat*/
T[j] =0; /*Loai trirj khoi T */
/*d6i v6i mbii trong s6 T, thyc hién D[i] = min (d[il, d[j1+Aljl[i
1) */
for (i =0; i <n; i++)
if (T[i] && Aljllil 1= 0)
if (d[i] >d[j] + A[jl[i]) {
diil =dljl + A[jI[il;
predli] =j;
}
}
}

void printPath(unsigned s, unsigned j)

{ if (predlj] !=s) printPath(s, predljl);
printf("%u", j+1);

}

/* In cac duong dan tdi thi€u duge tim thay*/
void printResult(unsigned s)
{ unsigned i;
for (i =0; i <n; i++){
if (i I=s) {
if (dli] == MAX_VALUE)
printf("Khong cé duong di gitta cac dinh %u va %u\n", s+1,

i+1);
else {
printf("Dudng t6i thiéu tir dinh %u dén %u: %u ", s+1,i+1, s
+1);

printPath(s, i);
print£(", chiéu dai con duong: %ul\n", dlil);
}
}
}
}

int main() {
dijkstra (s-1); printResult(s-1);
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}

Két qud thuc hién chuong trinh:

DBuong t6i thiéu tir dinh 1 dén dinh 2: 1 2, chiéu dai dudng: 23

DPuong t6i thiéu tir dinh 1 dén 3: 1 2 4 3, chiéu dai duong: 32

Duong t6i thiéu tir dinh 1 dén 4: 1 2 4, chiéu dai duong: 26

Khong c¢6 duong di gitra cac dinh 1 va 5

Khoéng c6 duong di gitra cac dinh 1 va 6

DPuong t6i thiéu tir dinh 1 dén 7: 1 2 7, chiéu dai duong: 57

DPuong t6i thiéu tir dinh 1 dén 8: 1 8, chiéu dai duong: 8

Khoéng c6 duong di gitta cac dinh 1 va 9

Duong t6i thiéu tir dinh 1 dén 10: 1 8 10, chiéu dai dudng: 38

Do phtic tap cta thuat toan trong cach trién khai trén la ©(n?).
Vi viéc lua chon can than hon cac cau tric dit liéu (vi du, néu chung
ta st dung kim tu thap - xem 3.1.9., [Cormen, Leiserson, Rivest-
1997]) thi o phtic tap c6 thé gidm xudng @ (n.log,n).

Luu y: Thut toan Dijkstra sé khong hoat dong binh thuong néu
c6 trong s6 am trong cot. DE minh hoa diéu nay, ching ta sé xem xét
mot vi du cu thé (xem Hinh 5.12).

Hinh 5.12. Do thi ¢6 trong s6 v6i canh am.

Dé tim cac duong di nho nhat A dén B va C, cac budc sau sé
dugc thuc hién:

1) Khéi tao d[A] = 0,d[B] = f(A,B) =2,d[C] = f(A,C) = 3.

2)Khditaotaphop T = {A,B,C} \ {A} = {B,C}.

3) Chon mot dinh i € T ma d[i] 1a cuc tiéu, day la dinh B: Loai
trir B khoi T. Voi moéi dinh tir T (va trong T chi c6 dinh C) dugc thuc
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hién:
d[C] = min(d[C],d[B] + f(B,C)) = min(3,2 4 3) = 3.

Trong budc tiép theo, chi c6 C trong T, va sau khi tat C, tap T van
trong va thuat toan két thiic.

Vi vay, chung ta c6 d[A] = 0,d[B] = 2,d[C| = 3. Tuy nhién, ro
rang, duong di ngan nhét tir A dén B khong phai 1a do dai 2, ma la
do dai 1 (day la duong di ACB, vi3 + (—2) = 1).

Bai tap
> 5.21. So sanh thuét todn cta Dijkstra v6i thuat toan cua Ford-
Bellman va Floyd.

> 5.22. C6 thé khéi phuc duong di nho nhat gitta mot cap dinh chi
tir mang d[] ma khong can st dung mot mang bd sung nhu pred|]
khong?

- Lily thira ma tran cta phan tif 1an can

C6 mot méi lién hé thu vi gitta phép toan Ity thira ma tran lén
bac k va sb duong c6 do dai k gitra hai dinh trong mot do thi vo
hudng. Cho mot dod thi vo hudng G(V, E) v6i ma tran 1an can A[l[].
Cho A’ 1a ma tran sao cho A’[i1[j] chita s6 duong di c6 do dai k gitra
cac dinh 7 va j. Khi d6 trong ma tran A” = A’.A gia tri cua A"[il[j]
sé chinh xac la s6 duong c6 do dai k + 1 gitra hai dinh. Sy that cta
cau lénh nay dua trén quy tic nhan ma tran:

n

A”[i][j) = Y AT [ AT )

i=1

Vi A’[i1[t] 1a s6 duong c6 do6 dai k gitra i va t, nén s6 duong c6
do dai k + 1 gitra i va j sé tang 1én A’ [i] [t] v6i diéu kién 1a canh
(t,7) 1a tir d6 thi (twong duong véi Alt][j] == 1). Vi vay, ching ta da
dén v6i nhing diéu sau

Dinh 1y 5.2. Cho mét do thi v6 huéng G(V, E) vdi mét ma trdn lan cin
A. Néu chiing ta nang A lén lity thira ciia k, thi C[i][j] = A[i][j] sé la s6
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duong cé do dai k, nim giita cdc dinh i va j. Néu C[i][j] = 0, thi khong co
duong di nao gitra i va j ¢ Ao dai k.

Dinh ly cling c6 gia tri trong truong hop do thi ¢6 dinh hudng
(va tham chi la dd thi da phuong), nhung chi khi céc gia tri trong
ma tran 1an can khong bao gom cac gid tri —1, biéu thi canh "quay

o

lai".

Két qua thu dugc khong chi hitu ich trong viéc gidi cac bai toan
tim s6 dudng ma con ca "dao ham" ctia chiing: chu trinh, cac dang
thanh phan khac nhau va hon thé nita. Hon nita, do d6 thi "ma tran
1an can", nhiéu bai todn c8 dién cta dai s6 lién quan dén ma tran
dugc chuyén thanh cac bai toan trén do thi, ké ca nhing bai toan
van chua giai dugc.

Bai tap

> 5.23. Hay viét chuong trinh thuc hién cong viéc dua trén dinh ly
trén.

- Thuat toan Warshal va ma tran kha ning tiép can

Bai toan: Gia st mét do thi c6 huéng G(V, E) v6i mot ma tran
lan can A[l[]. Chung ta dang tim mot ma tran A’[1[] sao cho:

e A[il[j] ==1,néu va chi khi c6 mot duong di (c6 do dai bat ky)

gitra cac dinh 7 va j.

e A’[i] [j] ==0, khi khong c6 duong di gitta hai dinh.

Thuat toan giai bai toan nay dugc dat tén theo Warshal va két
qua ung dung ctia n6 - ma tran A’[1[1, duoc goi la ma trdn khd ning
phdn 1ing cta do thi. Do thi G'(V, E') tuong ing voi ma tran A’[][]
(néu chung ta coi A’[1[] 1a ma trdn ldn cdn) dugc goi la do thi chuyén
tiép dong cta G (n6 sé dugc thao luan lai trong 5.5.1.).

Thuét toan ctia Worschal la phic tap ©(n%) va tién hanh nhu
sau: voi mbiba dinh k,i,j € V,néu (i, k) € Eva (k,]) € E, thi ching
ta thém vao tap tir cac canh cta do thi va canh (i,j) (Hinh 5.13).

Viéc xem xét ba dinh dugc thyc hién béi ba chu trinh 16ng nhau
nhu sau:
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Hinh 5.13. Budc déng chuyén tiép.

Ba chu trinh 16ng nhau

for (k =0; k <n; k++)
for (i =0; i <n; i++) {
if (Alillk])
for (j =0; j <n; j++)
if (ALKIG1) Alillj] =1;
}

Sau khi thuc hién doan chuong trinh dugc hién thi, ma tran A[][] sé
dugc stta d6i thanh cong thanh ma tran c6 kha néng truy xuat yéu
cau A'[1[1. (Tai sao?) Nguoi doc chii y c6 1é da nhan thay su gidng
nhau gitta thuat toan trén va Floyd. Day khong phai la ngau nhién:
Thuat toan Worshal 1a mét truong hop dac biét caa Floyd.

Bai tap
> 5.24. Viét trong C/C++ thuat todn Worshal.

b 5.25. Ching minh rang thuat toAn Worshal tim diing ma tran kha
nang tiép can.

- dudng di dai nhit trong thi chu trinh

Nhiéu bai toan thyc té dugc gidi quyét, rit gon thanh bai toan
tim duong di dai nhat trong d6 thi mach hé. Diéu kién ctia sy nhay
bén 1a diéu can thiét, vi cach tiép can duy nhat dé giai quyét van
dé trong truong hop chung la thong qua sy kiét sic hoan toan. Mat
khac, khi khong c6 chu trinh trong d6 thi, mot sb nguyén tac toi uu
dugc dap tng (diéu nay cling can thiét cho tht ca cac bai toan dugc
gidi bang t6i wu héa dong - Chuong 8) va bai toan c6 thé dugc giai
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quyét hiéu qua hon nhiéu.

Chting ta sé xem xét mot phat biéu thuc té vé bai toan tim ra con
duong tbi da.

Bai toan: Mot nhom 1ap trinh vién phat trién mot san phdm phan
mém bao gom cac bai toan riéng 1é. Mdi bai toan c6 mot thoi luong
cu thé va két ndi hai giai doan phat trién san pham: ban dau va cudi
cting. Mot bai todn khong thé duge bat dau néu giai doan dau tién
ctia n6 chua dugc hoan thanh. Dé hoan thanh mot giai doan, tat ca
cac bai todn cubi cting ctia né phai dugc hoan thanh. Dé xac dinh
thoi gian t6i thiéu (véi diéu kién chung ta co ) luong lap trinh vién
khong gidi han) du d€ hoan thanh toan bo dy an. Dy 4n duge coi la
hoan thanh khi tit ca cac giai doan ctia né da dugc hoan thanh.

Néu ching ta st dung do thi huéng c6 trong s6 trong moé hinh
bai toan, trong do dinh la giai doan va canh la bai toan, thi thoi gian
t6i thiéu can thiét sé bang do dai ciia sé dinh 16n nhdt trong do thi.
Trong tai liéu, con duong nay con duoc goi la con duong phé binh.

Thuat toan dudi day dua trén ky thuat t6i uvu hoa dong (xem
Chuong 8).

Thudt todn:

Cho d6 thi c6 hudng chu trinh G(V, E) va A[N][N] la ma tran
cac trong sb ctia G.

1) Chung ta nhap mét mang maxDist[], trong do6 chung ta sé git
khoang céach tbi da tir mbi dinh trong cot, titc 1a maxDistli] sé bang
do dai cia dudng di 16n nhat bat dau vdéi dinh i. Lic dau, ching ta
khdi tao tat ca cac phan tir cia maxDist[] bang cac s6 khong. Trong
mang thi hai savePath[], chiing ta sé giir cac y dinh la duong dan
dai nhét, vi mang dugc khéi tao bang —1.

2) Xét moét dinh i € V ma tir d6 khong c6 canh nao nho ra. Mot
dinh nhu vay nhéat thiét phai ton tai, bdi vi d6 thi 1a dong chu trinh
(hay dé nguoi doc xem xét diéu nay dén tir dau!). Chung ta x6a dinh
nay khoi d6 thi va gan cho tirng dinh trudc d6 cta né k:

maxDist[k] = max{maxDist[k|, maxDist[i] + A[k][i]}

3) Thyc hién budc 2) cho dén khi khong con dinh nao trong do
thi. Khi do gia tri lon nhat ctia maxDist [il, v&ii = 1,2,..n sé 1a do
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dai ctia duong dan t6i da duge yéu cau.

Thuéat toan c6 do phic tap O(n + m), va khi biéu dién do thi
bang ma tran 1an can - @(n?). Ching ta sé minh hoa cach né dugc
ap dung cho mot do thi cu thé. Hinh 5.13. hién thi thit ty cac dinh bi
x6a khoi do thi va cac gia tri trong maxDist[] thay d6i nhu thé nao.

Thuc hién thudt todn:

Chung ta sé thuc hién thuat toan dugc trinh bay dé quy & trén.
Chuing ta sé sir dung mét stra d6i ctia thu thap thong tin chuyén sau.
Méi lan ching ta quay trd lai tir mot 1énh goi DFS(i), chiing ta thay
minh dang & trong mét tién nhiém j & dau i. O d6, ching ta sé git
maxDist|j] + Alj][i] t6i da cho méi thit j ké thita ctia i va cudi ciing,
trude khi thoat khoi ham DFS, ching ta sé gan né cho maxDist][i].
Ham DFS(i) chi dugc thuc thi khi maxDist[i] chua duogc tinh, tuc
1a. if maxDist[i] == 0 (khéi tao ban dau toan bd méng bang cac s6 0).
Ham DFS duoc khdi dong tuan ty cho mbi dinh cta d6 thi.

Dé luu va in tat ca cac dinh ctia duong tim kiém, khong chi do
dai ctia n6, trong mang savePath[] & vi tri thit i, ching ta sé viét doan
ké tiép nay 1a j, ma maxDist[i] + Alil[j] lon nhat 1a thiét 1ap

Hinh 5.14. Tim dudng quan trong trong do thi.

1. Khdi tao maxDist[i] = 0, cho mdi i.

2. X6a dinh 3 = maxDist[6] = max{maxDist[6], maxDist[3] +
20} = max{0,20} = 20; Tuong tu, maxDist[2] = 40

3. X6a dinh 6 = maxDist[5] = 40;

4. X6a dinh 5 = maxDist[4] = 70, maxDist[2] = max{40,40 +
17} = 57

5. X6a dinh 4

6. X6a dinh 2 = maxDist[1] = 69
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7.Xo6a dinh 1

Thoi gian dai nhat: 70(maxDist[4])

Sau day la ma ngudn cta chuong trinh. S6 lugng dinh va ma
tran trong s6 A[][] ctiia d6 thi duge dat dudi dang hang sé.

Chuang trinh 5.9. Duong dai nhat (509longpath.c)

#include <stdio.h>

/* Sb dinh t6i da trong d0 thi */
#define MAXN 150

/* S6 dinh trong d6 thi*/

const unsigned n = 6;

/*Ma tran trong sb ctia do thi*/
const unsigned AIMAXN][MAXN] = {
{o0,12,0,0, 0,0},

,0,40,0, 17, 0 },
0,0,0,0,01},

0, 0, 0, 30, 0},

0, 0,0,0,20},

0, 20,0,0,0}

~ ~

OOEDOO

~

N, i, o, o,

int savePath[MAXN], maxDistfMAXN];

void DFS(unsigned i)
{ int max, d;
unsigned j;

if (maxDist[i] > 0)
return;
max = maxDist[i];
for (j =0; j <n; j++)
if (All[j]1) {
DFS(j);
d = maxDistl[j] + Alil[j];
if (d > max) {
max = d;
savePath[i] = j;
}
}

maxDist[i] = max;
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}

void solve(void)
{ unsigned i, maxi;
/*su khdi tao*/
for (i =0; i <n; i++) {
maxDist[i] = 0;
savePath[i] = -1;
}

for (i =0; i <n; i++)
if (maxDist[i] == 0) DFS();

maxi = 0;
for (i =0; i <n; i++)
if (maxDist[i] > maxDist[maxi])
maxi=1i;

printf("Do dai cia dudng dan t6i han 1a% d \nDPuong dan la: ",
maxDist[maxi]);

while (savePath[maxi] >= 0) {
printf("%u", maxi + 1);
maxi = savePath[maxil;

}

printf("%d\n", maxi + 1);

}

int main() {
solve();
return 0;

}

Két qua thyc hién chuong trinh:

Chiéu dai ctia duong t6i han 1a 70
Duong 1a: 45 6 3

Bai tap

> 5.26. Dé ching minh er\ng trong mot dd thi mach hé nhat thiét
phai ton tai:
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e it nhat mot dinh khong c6 dinh trudce
e it nhat mot dinh khong c6 nguoi thira ké

> 5.27. Dé trién khai mot bién thé cta thuat toan, trong d6 & mdi
budc, mot dinh khong ¢6 dinh trude bi loai bo, thay vao dé la dinh
khong c6 dinh ké tiép.

- Dudng don dai nhit giira hai dinh trong bat ky dé thi nao

Chung ta sé nhac lai mot 1an nia rf!mg viéc tim kiém duong di
dai nhat trong do thi chu trinh 1a mét bai toan NP c’[éy du, ma chung
ta sé xem xét trong ?2. Can kiét hoan toan dugc ap dung dé giai
quyét né.

Bai tap

> 5.28. Pua ra mot vi du vé moét do thi co hudng va mot cap dinh
caanodlaiva j, trong do thuat toan trude d6 khong tim ra chinh xac
duong di dai nhat gitta i va j.

> 5.29. C6 nhirng truong hgp nao khi thuat toan tim duong di dai
nhét trong dd thi chu trinh sé hoat dong chinh xac déi véi mot cap
dinh trong do thi tuan hoan? Néu c¢6 - khi nao? Néu khong - tai sao?
Dua ra cac vi du c6 lién quan.

5.4.3. Chu trinh

Tiép tuc logic ctia chu dé tir 5.4.2 cho dudng la viéc tim kiém va
nghién cttu cac chu trinh ctia mot do thi.

- tim kiém mot tap hdp cac chu trinh cd ban

Cho mot do thi lién thong vo huéng G(V, E) véi n dinh va m
canh. Cho D(V,T) la mét cdy bao tuy y ctia G. Thém vao D mot
canh khong thudc T sé dong mét vong lap don gian. Chung ta sé
néi rang chu trinh nay thudc tdp cdc chu trinh co ban cta do thi G déi
VGi cay bao pha D ctia né.

Moi cay pht D ¢6 dung g = n — 1 canh. Cac canh ctia G khong
thudc D 6 tong la m — n + 1. Vi khi thém méi ching vao T sé thu
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dugc ding moét chu trinh, nén s6 chu trinh trong tap co ban 1a m —
n+1.

Xac dinh tap hop cdc chu trinh co ban, ching ta xac dinh duy
nhéit cau tric chu trinh ctia do thi, vi bat trinh chu trinh nao khac
trong G déu c6 thé dugc biéu dién bang cac chu trinh "dan" tir mot
s0 tap co ban. Vi dy, ddi véi cac két qua doc trong Hinh 5.15 do6
thi va cay che phu da chon (cic canh tham gia duoc hién thi bf?mg
mau tdi) cac chu trinh don gianla A = (1,2,3), B = (4,5,6) va
C = (2,3,4,6). Bdt ky chu trinh don gian nao khac déu c6 thé duoc
xay dung bang cach néi (dan) mot sb chu trinh A, B va C, ¢6 it nhét
mot canh chung (chi riéng mot dinh / dinh chung la khong dua!).
Bang cach nbi hai chu trinh, chiing ta c¢6 nghia la loai b6 cac canh
chung cta chung (va tuong ung la cac dinh c6 1ap sau khi loai bd
cac canh nay) - vi vay chung ta c6 lai cac chu trinh don gian. Vi du,
ndi A va C, ta dugc chu trinh (1,2,4,6,3).

Hinh 5.15. Tap hgp co ban ctia cac chu trinh trong do6 thi.

Chiing ta sé thyc hién viéc tim kiém mot tap hop cac chu trinh
cd ban, mot 1an nita bang cach st dung stra ddi chirc nang thu thap
thong tin do sdu DFS. Trong budc dau tién, ching ta sé tim mot
cay bao phu tly y ctia do thi, sau d6 méi canh khong tham gia vao
cdy bao phu da xay dung sé dong mot chu trinh va chung ta sé tim
chu trinh nay véi mot duong di ngang khac ctia do thi, duoc thuc
hién bén dudi ham DFS2(). Téng do phtc tap ctia thuat toan la
O(m.(M+n)).

Trong ma nguén duoc dua ra bén dudi, dd thi duge biéu dién
bang ma tran 1an can A[][], v6i A[i][j] cho biét c6 canh gitra i va j hay
khong. Sau d6, trong qua trinh thuc thi chuong trinh, Ali][j] == 2,
néu canh tham gia vao cay bao pht da xay dung.
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Chuong trinh 5.10. Chu trinh don (510allcyc.c)

#include <stdio.h>
/* Sb dinh tbi da trong do thi */
#define MAXN 150
/* Sb dinh trong do thi */
const unsigned n = 10;
/ * D0 thi dugce biéu dién bdi mot ma tran 1an can: 0 - khong c6 canh
;1 - co;
* Sau d6 vdi 2 ching ta sé danh dau cac canh cta cay ctia do thi.
*
char AIMAXNI[MAXN] = {
{o0,1,1,0,0,01%,

{1,0,1,1,0, 0},
{1,1,0,0,0, 1},
{0,1,0,0,1, 11},
{0,0,0,1,0, 13,
{0,0,1,1,1, 0}
};
char used[MAXN];

unsigned cyclelMAXN], d;
/* Tim bat ky cdy pht nao */
void DFS(unsigned v)
{ unsigned i;
used[v] = 1;
for (i =0; i <n; i++)
if (lusedli] && A[vI[l) {

Alv][i] =2;
Alillv] =2;
DFS();

}
}
/*In mot chu trinh tim thay*/
void printCycle(void)
{ unsignedk;
for (k =0; k <d; k++)
printf("%u", cycle[k] + 1);
printf("\n");
}

/* Tim kiém mot chu trinh theo cay pht dugc tim thay */
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void DFS2(unsigned v, unsigned u)
{ unsigned i;
if (v ==u) {
printCycle() ;
return;
}
used[v] = 1;
for (i =0; i <n; i++)
if (lused[i] && 2==A[V][i]) {
cycle[d++] =1i;
DFS2(i, u);
d--;
}
}

int main() {
unsignedi, j, k;
DFS(0);
printf("Cac chu trinh don trong dd thila: \n");
for (i =0; i <n - 1; i++)
for(j =i +1; j <n; j++)
if (1 ==Allljl) {
for (k = 0; k <n; k++) used[k] = 0;
d=1;
cycle[0] =1i;
DFS2(, j);
}
return (;

}

Két qud thuc hién chuong trinh:

Cac chu trinh don trong do thi 1a:
123

2364

546

Bai tap

> 5.30. Thuat todn dugc mo ta trén (c6 / khong stra ddi) c6 hoat
dong ddi voi do thi da phuong khong?
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> 5.31. Thuat todn dugc mo ta trén (c6 / khong stra ddi) c6 hoat
dong déi véi do thi ¢ dinh huéng khong? Va cho mot dd thi nhiéu
dinh huong?

> 5.32. Thuéat toan dugc thao ludn & trén c6 do phuc tap O(m.(M +
1)), va viéc trién khai, do sit dung ma tran l1an can dé biéu dién do
thi - do phtic tap @(n*). C6 thé cai thién két qua nay khong? Ching
ta da chi ra rang s6 chu trinh don c6 bac 1a @(m + n), va do dai cta
méi chu trinh phu thudc vao chiéu cao & ctia ciy pht da xay dung,
tirc 1a d6 phuc tap t6i thiéu dé tim va cac vong la ©((m + n).h). R6
rang la trong truong hop xau nhét, chiéu cao bang vdi s6 dinh cta
do thi, tuc 1a. do phuc tap ©((m + n).n) thu dugc.

Ban c6 thé nghi ra mot thuat todn dé tim cac vong 1ap hoat dong
vdi do phuc tap tdi thiéu duoc chi dinh @ ((m + n).h) khong? Ban ¢6
thé dé xuat chién lugc nao dé xay dung cay che phti dé né cé chiéu
cao t6i thiéu? C6 thé néi rang v6i mot chién luge duge lya chon tét,
h sé thudc vé O(log,n)?

- chu trinh tdi thiéu qua dinh

Bai toan: Cho do thi c6 huéng trong s6 G(V,E) va dinhi € V.
Tim mot vong 1ap (khéng nhat thiét phai don) chira dinh i va téng
trong lugng clia cac canh tham gia 1a nho nhat.

Loi gidi: Voi mbi j € V ta tim dugc duong di nhd nhat ¢(i, j) tir
i dén j va dudng di nho nhat ¢(j,i) tir j dén i. Cho Sy = ¢(i,k) +
@(k,i),k € V.Khi d6 S; nhd nhat la do dai ctia chu trinh nho nhéat
ma chung ta dang tim.

Diéu quan trong 1a chu trinh dugc tim thiy khong nhat thiét
phai don. Bai toan dat ra mot rang budc b6 sung cho chu trinh dé
tranh cac dinh lap lai cting kha tha vi. Néu chung ta xem xét mot do
thi khong c6 trong lugng ctia cac canh, van dé dugc gidi quyét bang
cach thu thap théng tin theo chiéu rong: mot stra d6i nhé cia thuat
toan dé tim sb dinh tdi thiéu gitra hai dinh. Gidi phap trong truong
hop t6ng quat (dbi véi do thi co trong s0) duoc thao luan trong Bai
toan 5.5.

Mot bai toan thu vi khac vé mat thuét todn ctia cac vong lap la
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bai todn tim mot vong 1dp don tdi thiéu chita it nhat k dinh (xem Bai
toan 5.93).

Truong hop "dacbiét" cia no, tai k = n, dugc xem xét trong doan
tiép theo day.

Bai tap

> 5.33. Trién khai thuc hién thuat toan trén dugc mo ta va tinh do
phtc tap ctia no.

> 5.34. Mot do thi c6 hudng c6 trong s6 va mot dinh tir né da cho.
Tim mot chu trinh don chita dinh ma téng trong lugng ctia cac canh
lién quan 1a nhé nhét.

5.4.4. Cac chu trinh Hamilton. Bai toan dudng thuadng
mai

Dinh 1y 5.3. Chu trinh Hamilton (HC) trong do thi dugc goi la chu trinh
chita méi dinh ciia dém chinh xdc mot lan. Mot do thi chita mot chu trinh
nhu vdy dugc goi la mot Hamilton.

Ménh deé 5.1. Trong do thi Hamilton, chu trinh Hamilton twong 1ing co
thé duoc xay dung bt dau tir bat kiy dinh ban dau nao.

Hai bai toan c6 dién la kiém tra xem mot biéu do c6 phai la
Hamilton hay khong va bai toan danh cho khach du lich thuong
mai, d6 1a tim mot chu trinh Hamilton c6 do dai t6i thiéu trong mot
biéu do c6 trong s6. Ca hai bai toan duge dinh nghia 1a NP day du
(xem ??), C6 nghia 1a d6 phtic tap 1a cap s6 nhan trong truong hop
xau nhat. Trong doan nay chung ta sé xem xét va giai quyét van dé
tha hai.

Thudt todn gidi quyét cong viéc cho khdch du lich

Chting ta sé gidi quyét van dé bang cach vét can hoan toan. Trong
5.4.1 chung ta da xem xét cach tim tat ca cac duong di don gitra hai
dinh. Chung ta sé 4p dung cach tiép can tuong ty, mudn cac dinh
bat dau va két thic trung khép. Chung ta chon bat ky dinh i nao va
bat dau tir n6, chiing ta sé xay dung tat cd cc tuyén c6 thé theo thit
tu. Chiing ta sé thay d&i do dai curSum cta tuyén dugce xay dung
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cho dén nay trong phan than ctia dé quy. Khi chiing ta tim thay mot
chu trinh Hamilton mdi, chung ta sé kiém tra xem d¢ dai ctia n6 c6
nho hon chu trinh nhé nhat dugc tim thay cho dén nay hay khong
(chiing ta sé gitt n6 trong bién minSum) va néu né nhd hon - ching
ta sé luu né. Néu trong s6 ctia tat cd cac canh ctia do thi 1a duong,
ching ta c6 thé 1lam cho thuat todn ctia minh hiéu qua hon mot chtit
bang cach ap dung "cat dé quy" (xem ??).

Ky thuat nhu sau: néu tai bat ky budc nao chiéu dai curSum cia
con duong chung ta dang xay dung lon hon minSum, chung ta sé
lam gidn doan viéc xdy dung tuyén dudng hién tai. Diéu nay dugc
thuce hién bai vi ngay ca khi né kéo dai sau chu trinh Hamilton, thi
do dai ctia né chac chan sé 16n hon chiéu dai nho nhat. Tuy nhién,
dé tan dung t61 uu hoa nay, do thi khong dugce chia cac canh am
lam gidm curSum sau dé! Dé thay diéu nay, chiing ta hay nhin vao
ma tran 1an cAn mau sau:

Ma tran lan can mau

int A[nl[n] =

{// ABCD

{ 0,1,2,0}, /I A
{-2,0,1,0}, // B
{ 0,0,0,1}, /1 C
{ 1,2,0,0}// D
t;

Néu & mot budc nao d6, ching ta da tim thdy mot chu trinh
Hamilton nhé nhat hién tai (A,B,C,D,A) v6i do dai 1+ 1+ 1+
1 = 4, thi khi chung ta dat dén dinh B trong chu trinh Hamilton
(A,C,D,B,A) tbng hién taiséla2+1+2 =5.Vavi5 > 4,va4d
1a do dai tdi thi€u cho dén nay, viéc xem xét ing ctt vién mdi, la tbi
thiéu, chdm dut, bdi vi khi thém canh, A) véi trong luong - 2, d6 dai
cta chu trinh tré thanh 3, va 3 <4.

Trong cach trién khai dé xuét, d6 thi dugc biéu dién bang ma
tran trong s6 Alll1, va di liéu dau vao duoc ghi lai dudi dang hf?mg
s0 & dau chuong trinh. D6 thi duoc sit dung lam vi du vé di liéu
dau vao trong qua trinh thuc hién dugc thé hién trong Hinh 5.16.

Chuang trinh 5.11. Chu trinh Hamilton nhé nhét (510tps.c)
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Hinh 5.16. Chu trinh Hamilton nhé nhat

#include <stdio.h>

/* Sb dinh c6 kha nang 16n nhat trong do thi*/

#define MAXN 150

#define MAX_VALUE 10000

/* S6 dinh that trong do thi */

const unsigned n = 6;

/*Ma tran trong sb ctia do thi*/

const int AIMAXN][MAXN] = {
{0,5,0,0,7,71,
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};

char used[MAXN];

unsigned minCycle[MAXN], cyclelMAXN];
int curSum, minSum;

void printCycle(void)

{ unsignedi;
printf("Chu trinh Hamilton nho nhat: 1");
for (i =0; i <n - 1; i++) printf(" %u", minCycleli] + 1);
printf(" 1, do6 dai %d\n", minSum);

}
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/* Tim Chu trinh Hamilton nhé nhat */
void hamilton(unsigned i, unsigned level)
{ unsignedk;
if ((0 ==1) && (level >0)) {
if (level ==n) {
minSum = curSum;
for (k =0; k <n; k++)
minCycle[k] = cycle[k];
}
return;
}
if (usedli])
return;
used[i] =1;
for (k =0; k <n; k++)
if (All[k] &&k!=1i) {
cycle[level ] =k;
curSum += Alil[k];
if (curSum < minSum) /*Gidn doan vong lap*/
hamilton(k, level + 1);
curSum -= A[il[k];
}
used[i] = 0;
}

int main() {
unsigned k;
for (k = 0; k <n; k++) used[k] =0;
minSum = MAX_VALUE;
curSum = 0;
cycle[0] =1;
hamilton(0, 0);
printCycle() ;
return 0;

}

Két qud thiee hién chuong trinh:

Chu trinh Hamilton nhé nhat: 1235 4 6 1, do dai 28.

Thuét toan dugc trinh bay va cach trién khai trén thuc té khong
thé ap dung cho cac dd thi 16n: véi kha nang tinh toan hién tai cho
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do thi c6 hon 50 dinh, c¢6 thé tim thdy cac vi du ma thuat toan sé
hoat dong lau dén mirc khong thé chap nhan dugce. Do tng dung
rong rai cia nd, bai toan da dugce nghién ctru rat chi tiét trong cac
tai liéu [Reinelt-1994]. C6 hang t4 (!) Trong s6 cac thuat toan cho giai
phéap ctia n6, mot s6 trong s6 d6 tim ra nghiém ctia d6 phtc tap da
thitc cho hau hét cac do thi (tat ca ngoai trir logarit phu thudc vao n
s6 do thi).

Trudce khi chuyén sang loai chu trinh thu vi tiép theo trong do
thi, chung ta sé xem xét mot cau hoi khac lién quan dén cac chu
trinh Hamilton va tim kiém ctia ching. D6 1a mot cau héi lam thé
nao dé xac suat ton tai ciila mot chu trinh Hamilton trong mot do thi
tuy y thay déi so v6i két ndi ctia do thi. R6 rang la mot do thi day da
(xem dinh nghia 5.8) Ludn ludn 1a Hamilton (bat ky sy sap xép nao
ctia cac dinh ma ching ta 14y, ching sé ludn tao thanh HC). Khi do6
thi gan nhu ay dt (chinh xac hon 1a gan nhu lién thong hoan toan),
xéc suat ton tai HC 1a rat cao, s6 chu trinh Hamilton ciing vay. Con
s0 nay giam manh khi s lugng canh giam dan. J mot cuc khac, khi
kha nang két nbi ctia do thi gan bang 2, xac suat ton tai ctia mot chu
trinh Hamilton 1a nhé. Tai diém t4i han gitra hai diém cyc tri nay,
xéac suat ton tai ctia chu trinh Hamilton phan b6 déu gitra 0 va 1.
Ly thuyét cho thdy rang phan b xac sudt dong déu nay duge théa
man trong trudng hop ching ta cé két ndi trung binh ctia mot do
thi Inn 4 InIn n [Christofides-1975].

Bai tap

> 5.35. Hay tim mot s6 16p ctia do thi "dac biét" ma viéc tim kiém
chu trinh Hamilton la "dé dang" (dugc thuc hién v6i do phic tap da
thitc). Céc vi du vé vin dé nay dugc tho luan trong ??2.

5.4.5. Chu trinh Euler

Su khéi dau ctia ly thuyét do6 thi duoc coi 1a sy xem xét ctia mot
loai chu trinh dic biét, dugc dit theo tén nha nghién ciru dau tién
L. Euler. Thanh phd Kénigsberg (nay 1a Kaliningrad) c6 bay cay cau
bac qua séng Pregel, dugc xdy dung nhu trong Hinh 5.17.

Moi ngudi & d6 thuong tu hoi liéu c6 thé di bd qua thanh phd dé
ngudi ta c6 thé di qua chi mot 1an trong nhitng cay cau va chuyén
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Hinh 5.17. 7 cau 6 Koénigsberg va d6 thi ctia ching

tham quan sé két thiic & vi tri xuat phat hay khong. Euler da trinh
bay céc cay cau bang do thi da diém (Hinh 5.17) va chi ra rang diéu
nay 1a khong thé.

Dinh nghia 5.16. M6t do thi duogc két ndi dugc dua ra. Chu trinh
ma moi canh tham gia ding mot lan duoc goi la chu trinh Euler. Mot
da do thi duogc goi la mot dod thi Euler néu c6 mdt chu trinh Euler
trong do.

Duong dan cia Euler trong d0 thi cing duge xac dinh tuong tu.

Dinh ly 5.4 (Euler). Mot do thi da hudng khong dinh huong dugc két noi
chita mot chu trinh Euler, khi va chi khi tat cd cdc dinh ciia do thi cd bac
chéin. (dugc coi la dinh Iy dau tién trong Iy thuyeét do thi duoc biéu dién boi
Euler ma khéng can chiing minh).

B6 dé 5.1. Mot do thi da huéng khong dinh huong lién két chita mot
dwong Euler khi va chi khi c6 diing hai dinh co bac Ié.

Dinh ly 5.5. Mot do thi da phuwong lién két 10ng chita chu trinh Euler khi
va chi khi bic 6 ciia dau vao d* (i) tai mdi dinh i bang bac do ciia dau ra
d= (i), tirc la: d* (i) = d— (i), vdimbii € V.

B dé 5.2. Mot do thi cé dinh hudng duoc ghép nbi long 1éo chita duong
di Euler khi va chi khi ¢6 diing hai dinh i va j sao cho d™ (i) = d~ (i) + 1,
dt(j) = d—(j)) — 1vad* (k) = d—(k), véimdik € V,k € i,k £ |.

Ménh dé 5.2. Trong da do thi Euler, mot chu trinh Euler c6 thé duoc xdy
dung bat dau tir bat kiy dinh ban dau nao.
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Bo deé 5.3. Néu co mot duong Euler trong mot do thi da phuong duoc
ghép néi 1ong léo, thi duong ban dau la dinh cé bic do & dau ra 16n hon bdc
do ¢ dau vao.

Mot vi du vé dd thi Euler ¢6 dinh hudng duge thé hién trong
Hinh ?2. Mot chu trinh Euler ¢6 thé c6 trongné 1a (1,2), (2,3), (3,4),
4,2), (2,5), (5,3), (3,5), (5,6), (6.3), (3.7), (7.8), (8.1).

OO0
!"

Hinh 5.18. Chu trinh Euler

Thudt todn tim chu trinh Euler

Chung ta bat dau duyét do thi tir dinh i bat ky. Ching ta vo tinh
tim thdy mot canh (i, j) v6i né va danh dau né la da tham. Ching
ta tiép tuc vdi dinh j: ddi v6i nd, ching ta tim thay mot canh khong
duoc cho doi (j, k), danh dau né 1a da tham va chuyén dén k. Tiép
tuc theo cach nay, dén mot ltic nao dé chung ta sé thay minh & dinh
ban dau i, tic la. ching ta sé déng chu trinh (Tai sao?).

Néu tat ca cac canh ctia d6 thi da duoc danh dau, thi chu trinh
nay la Euler. Néu c6 cac canh khéng duoc tham thi ta tim duge dinh
x, thudc chu trinh méi tim duoc va c6 it nhat mot canh khong duoc
tham. Tir thyc té 1a mdi dinh phai cé mic do chan, theo d6 x 1a sy
cd véi mot s6 chan (tic 1a it nhat hai) cac canh khong duge chon. Tiy
x, chiing ta bat dau xay dung mot vong lap theo cach da duge mo
ta, cho dén khi chung ta quay trd lai né. Chiing ta nhan dugc mot
chu trinh thit hai, ma chung ta két hgp vdi chu trinh dau tién (di€ém
chung ctia ching sé la dinh x). Do d6, sau mot s6 budc hitru han, tat
ca cac suon sé dugc dua vao mét chu trinh chung - chu trinh Euler
mong mudn.
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Néu chung ta tim duong di Euler, ching ta c6 thé ap dung cach
stra d6i don gian sau ctia thuat toan trén: chiing ta ndi cac dinh c6
bac 1é voi mét canh (tir Hé qua 1 theo d6 cé dung hai dinh nhu
vay) va tim chu trinh Euler bang cach thuat toan dugc mo ta & trén.
Sau khi loai bé phan suon da thém, chiing ta sé c6 dugc duong dan
Euler mong muén.

Cho db thi dugc biéu dién bang ma tran lan can A[I[]. D€ thuc
hién, ching ta sé st dung hai ngan xép: stack[], cho vong 1&p hién
duge xay dung va cStack[] - d€ hgp nhat tat cd cac vong duoc xay
dung cho dén nay. Ca hai ngan xép ban dau sé trong. Ma gia sau
day mo ta chi tiét hon viéc trién khai thuat toan:

<thém dinh bat ky i vao stack>;
while (<stack khéc trong>) {
<Lay mot dinh i & dinh stack khong loai n6>;
if (<i c6 dinh ké>) {
<L4y dinh ké batky j cta i>;
<datj stack>;
Aljl[i] =0; Alil[j] = 0; /* Loai bd canh ctia d6 thi */
} else{
<Loaii khoi stack>;
<Pua i vao cStack>;
}
}

Trién khai day du sau day. D6 thi mau la ctia Hinh 5.18.

Chuang trinh 5.12. Chu trinh Euler (511eurler.c)

#include <stdio.h>

/* Khé néng 6n nhat dinh cta do thi */

#define MAXN 100

/* S6 dinh that ctia do thi*/

const unsignedn =S§;

/* Ma tran canh ké trong do thi */

char AIMAXNI[MAXN] = {
{o,1,0,0, 0, 0,0,

~

4 7 4 7 4 7 4

~
~

O O = O

~

4 7 4

~
~

S O O OO
——
~

~

OOSDO
o»—\po

1
0
0
1

~
HOQO

~

0
1
0,
0

4

1
1
, 0,
0

4

e o, o, i,

4 4 4 4

Nguyén Hiru Dién ~ https:/ /www.facebook.com/groups/vietex/



5.4. Duong dan, chu trinh va dong chdy toi wu trong do thi 399

{0,0,1,0,0,0,0,01,
{0,0,0,0,0,0,0,1},
{1,0,0,0,0,0,0,0} };

/*Kiém tra xem c6 chu trinh Euler khong (theo dinh ly Euler)*/
char isEulerGraph(void)
{ unsignedi, j;
for (i =0; i <n; i++){
int din =0, dout=0;
for (j =0; j <n; j++) {
if (ALllj1) din++;
if (A[jl[i]) dout++;
}
if (din != dout) return 0;
}
return 1;

}

/*Tim chu trinh Euler*/

void findEuler(int i)

{ unsigned cStack[MAXN * MAXN], stack MAXN * MAXN];
unsignedk, j, clTop=0, sTop=1;
stack[sTop] = i;
while (sTop > 0) {

i = stack[sTop];
for (j =0; j <n; j++)
if (All[j]1) {
Alillj]1 =0; i =j;
break;
}
if (j <n)
stack[++sTop] =i;
else
cStack[++cTop] = stack[sTop--1;

printf("Chu trinh Euler la: ");

for (k = cTop; k > 0; k--) {
printf("%u ", cStack[k] + 1);

}

printf("\n");

Nguyén Hiru Dién https:/ /vietex.blog.fc2.com/



400 Chuong 5. Ly thuyét do thi va thudt todn

}

int main(){
if (isEulerGraph()) findEuler(0);
else
print£("Do thi khong phai la Euler!");
return (;

}

Két qud thuc hién chuong trinh:
chu trinh Eulerla: 1234253563781

Bai tap
> 5.36. Hay ching minh dinh ly Euler va cdc hé qua ctia né.

> 5.37. So sanh bai toan tim chu trinh Hamilton véi bai toan tim chu
trinh Euler. Dau 1a ly do cho viéc dau tién kho hon déang ké so véi
lan thit hai?

5.4.6. Ludng trong do thi

Gia st mot do thi c6 hudng G (V, E) trong d6 cac dinh dugc chia
thanh ba tap hop:

e nhiéu ngudn nguyeén liéu;

e nhiéu ngudi tiéu dung;

* tap hop cac dinh trung gian - cac két ndi ma qua d6 vat liéu
c6 thé dugc phan phbi dén cac két nbi hodc nguoi tiéu dung
khac.

Mobi ngudn dugc so sanh véi mot con sb - lugng nguyén liéu toi
da ma n6 c6 thé phan phdi va déi v6i mdi nguoi tiéu dung dugce
cung cap s6 lugng nguyén liéu tdi da ma né c6 thé nhan duge. Céc
canh dinh huéng (i, j)ctia do thi c6 thé duge hiéu 1a "duong 6ng"
ndi cac dinh i va j, va d6i v6i mdi canh dinh hudng, chiing ta xac
dinh:

1) Ham c: c(i,j) gi6i han lugng vat liéu c6 thé di qua canh
(i,7),c(i,j) > 0, véi moi (i,j) € E.

2) Ham t: (i, j) thé hién chi phi (chi phi) van chuyén vat liéu qua
suon (i, ).
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Méi nguén Mobi ste dung

Hinh 5.19. Mdi chuyén d6i

Bai toan chung ctia viéc tim ra bai toan dong chay mang chi phi
toi thiéu la tim ra phuong an van chuyén nguyén liéu tir cac nguon
dén nguoi tiéu dung sao cho téng chi phi van chuyén la nhé nhat.
Nam 1960, Ford va Fulkerson da dé xuat mot thuat toan (goi l1a kil-
ter) d€ gidi quyét van dé nay. Bai toan c6 nhiéu cach hiéu khac nhau
va cac truong hop ddc biét hitu ich, vi du:

Bai todn gid tri tbi uu

Cho trudc 1a n may, n b phan va ma tran vuong A, x,: 4;; cho
biét chi phi ché tao bo phan i tir may j. Tim so do tao cac chi tiét
(hoan vi p ctia cac phan ti tir 1 dén n) sao cho tong chi phi la nhd

nhét (tic la tong nho nhat ¥ a; p(i)-
ieV

Tac vu nay c6 thé duge gidm xuéng mot tac vu ludng toi thiéu
nhu sau:

* Chiing ta coi may méc 1a nguon cung cap mot don vi vat chat.

 Chung ta coi cac chi tiét 1a ngudi tiéu dung yéu cau mot don
vi vat liéu.

e Mdi suon c6 cong suat don vi va gid bang gia tri twong ung
trong bang cho san trong diéu kién.

¢ Khong c6 dinh trung gian (két nbi).
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Bién thé nguoc lai ciia nguyén cong cling c6 thé xdy ra: bang
vuong cho théy thu nhap tu viéc san xuat cac chi tiét (tay thudc vao
loai mdy nao sé san xuat no) va chung ta dang tim kiém lgi nhuan
toi da.

Ngoai viéc gidm dén mot ludng tdi vy, van dé thi hai cing c6
thé dugce gidi quyét bang cai goi 1a thuat toan Hungary [Shishkov-
1995].

- Luu lugng ludng cuc dai

Mot bién thé ctia bai toan trén 1a tim dong chdy t6i da. Cac bai
toan kiéu nay dugc sir dung trong cdc mang thong tin lién lac, trong
viéc lap ké hoach cho cac mang chuyén vat chat (khi dét, nudc,
nhién liéu) va cac mang khdc. Thuat toan giai né da duoc biét dén
tir ndm 1950 va mot lan nita thudc vé Ford va Fulkerson.

Chung ta xem xét mot do thi c6 trong s6 G(V, E), trong d6 trén
méi canh (i, j) mot sb khong am c(i,j) duge anh xa, nghia la dung
lugng (thong luong). Hai dinh dac biét dugc cd dinh trong do thi:
nguon s va ngudi tiéu dung ¢.

Dinh nghia 5.17. Ludng trong d6 thi dugc goila ham f : E — Z,
pht hgp véi sb f(i, ) trén mbi canh (i, j) va 6 ba tinh chat sau:

1) Luu luong khong vuot qua kha nang cta "dudong 6ng", tic la.
voi mdi canh (i,7) € E, f(i,j) < c(i,j) dugc thdéa man.

2) Néu dong chdy 1a &m, c6 nghia la c6 mot "dong chay nguoc'.
N6i chung, néu ludng tir i dén j bang f (i, j), thi nhat thiét phai tuan
theo ludng tir j dén i la — £(i, ), véi méi (i, ) € E.

3) Do 16n ctia dong vao va dong ra bang nhau, tic 1a. véi méi
dinhi € V\ {s,t} thbaman Y. f(i,j) =0.

j:(i,j)€E

Bai toan tim gid tri ctia lu6ng cuc dai tir s dén t, tie 1a mot ham

f nhu vay (thda man ba diéu kién trén) ma Y f(i,t) = 0la cuc
i:(it)eE
dai.

Thudt todn Ford-Fulkerson

Y tudng chinh ctia thuat toan 1a lién tuc ting ludng khi c6 thé:
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1) Chung ta bat dau véi ludng khong: f(i,j) = 0, v6i mébi (i, ]) €
E.

2) Chiing ta tim thay mot duong di ting trong do thi. Duong di
ting dan (s = vg,vq,...,vx = t) la duong di tir s dén t sao cho moi
hai dinh ké nhau v;, v; 1 (i = 0,1, ...,k — 1) ctia duong di dugc hoan
thanh C(Z)i, ’(J,'_|_1) > 0.

3) Néu mot duong dan nhu vay khong ton tai, thi theo d6 ching
ta da tim thay ludng cuc dai trong do thi.

4) Néu khong, ching ta tang cac ludong 4&m va duong lén sb
duong 16n nhét p, cho phép tim duge duong dan, tic 1a:

p=_ min {c(v;,v41)}

i=0,...,.k—1

f(i,0i41) = f(0i,0i01) +p,i=0,1,.., k=1

f(iz1,0i) = f(vig1,0) —p,i=0,1,... k-1

Chting ta stta d6i trong s6 (bang thong) ctia cac canh ctia biéu
do6 nhu sau:

c(vj,vi11) = ¢c(v;,vi41) —p,i=0,1,.., k—1

c(viy1,0;) = ¢(vis1,0;) +p,i=0,1,...,k—1

Chung ta quay lai budc 2, noi ching ta tim kiém mot con duong
tdng mai, v.v.

Hinh 5.20. Ludng cuc dai trong d6 thi

Hay nhin vao do thi trong Hinh 5.20., Va chon nguén s = 1 va

ngudi tiéu dung t = 6. Thuat todn sé tim ra 5 dudng tang lién tiép:
1. (1,2,3,5,6): suon t6i thiéu cua duong la (2,3) va trong lugng
clia n6 xac dinh muc tang cta tong luu lugng: trong trudng
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hop 1a 4. Chung ta stta d6i trong lugng ctia cac suon - vi du,
tir dinh 2 dén dinh 3, chting ta thu dugc dong ngugc chiéu dai
4, dong chay nay (xuat hién & budc 3) dugc st dung trong viéc
xay dung duong tang tiép theo.

2. (1,2,6): canh nhoé nhét ctia con duong la (1,2) véi trong luong

1 (vi chung ta da giam trong luong ctia n6 di 4 & budce 1).

3. (1,3,2,6): canh nho nhat cua duong 1a (3,2) véi trong s6 4.

4. (1,3,5,6): canh nho6 nhat ctia duong la (1,3) véi trong s6 1.

5. (1,4,6): canh nho6 nhat ctia duong la (4,6) voi trong s6 7.
Nhu vay téng kich thudc ctia ludng 16n nhat 1a 17.

C6 thé chiing minh rang néu khong cé duong di tang trong biéu
do, thi dong két qua la cuc dai [Christofides-1975]. Tuy nhién, c6
thé xay ra (néu trong budc 2 ctia thuat todn ban luén chon mét con
duong ting dan tuy y), do phtic tap trong trudng hgp xau nhat sé
dat dén do 16n ctia ludng t6i da, tic la. sé phu thudc vao trong sb
ctia cac canh ctia dd thi. Do d6, ngay ca ddi v6i cac do thi rat don
gian (xem Hinh 5.21), viéc tim ra luu luong cuc dai c6 thé mat mot
thoi gian dai ngoai dy kién. Vi vi du trong hinh, do phtc tap nho
nhat bang do 16n cta ludng cuc dai: Trong budc dau tién, ching
ta chon mot duong di tang dan s — 1 — 2 — t va ting luéng mot.
Chung ta nhan dugc d6 thi (2), sau d6 ching ta di theo duong ting
dan s — 2 — 1 — t - ching ta nhan duoc d6 thi (3), tuong ty nhu do6
thi ma ching ta da bat dau, v.v. Giai phap sé tim ra 1.000.000 con
duong gia tang [Cormen, Leiserson, Rivest-1997].

1000000 1000000 gogggg

1000000 999999 999999

1oooooo 1000000
(1) 2) (3)
Hinh 5.21. Mot vi du vé su kém hiéu qua trong viéc chon ngau nhién

mot dudng dan tang.

Dé gidi quyét van dé thu hai, ching ta sé sit dung dinh ly sau
[Cormen, Leiserson, Rivest-1997]:
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Dinh 1y 5.6 (Ludng cuc dai). Néu duong duoc chon & budc 2) ludn la
s6 lugng dinh toi thiéu lién quan, thi d6 phiic tap cia thudt todn trong
truong hop xau nhat la ©(n°), tikc Ia. sé ¢ nhiéu nhat n 3 duong ting,
méi duomg cé do phiic tap @ (n?).

Trong phuong an sau day, cac duong di tang dan dugc dinh vi
bdi truyén theo do sau, do thi duge biéu dién béng ma tran trong s6
A[l[1 va dong chay duoc gitr trong ma tran F[1[].

Chuong trinh 5.13. Thuat toan Ford-Fulkerson (512fordfulk.c)

#include <stdio.h>
/* Sb dinh cyc dai c6 thé trong do thi*/
#define MAXN 100
#define MAX_VALUE 10000
const unsigned n = 10; /* S6 dinh ctia do thi*/
const unsigned s = 1; /* Dinh nguon*/
const unsigned t = 6; /* Dinh nguai st dung®/
/*Ma tran trong s6 ctia do thi */
int AIMAXNI[MAXN] = {

{o0,5,5,10, 0, 0 },

{0,0,40,60, 51},
{0,0,0,0,7,01,
{0,0,0,0,0,71},
{0,000, 0,81,
{0,0,0,0,0,0}
};
int FIMAXNIIMAXNI;
unsigned path[MAXN];

char used[MAXN], found;

void updateFlow(unsigned pl)
{ int incFlow = MAX_VALUE;
unsigned i;
printf("Duong tang tim dugc: ");
for (i =0; i <pl; i++){
unsigned p1l = pathlil;
unsigned p2 = pathli + 1];
printf("%u, ", p1+1);
if (incFlow > A[p1l[p2]) incFlow = Alp1l[p2];
}
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printf("%u \n", path[pl]+1);

for (i =0; i <pl; i++){
unsigned pl = pathlil;
unsigned p2 = pathli + 1];
Flp1l[p2] += incFlow;
Flp2l[pl] -= incFlow;
Alp1l[p2] -= incFlow;
Alp2l[pl] += incFlow;

}

}

void DFS(unsigned i, unsigned level)
{ unsigned k;
if (found) return;
if (i ==t-1) {
found = 1;
updateFlow(level - 1);
}
else
for (k =0; k <n; k++)
if (lused[k] && Alillk] > 0) {
used[k] = 1;
pathl[level] =k;
DES(k, level + 1);
if (found) return;
}
}

int main() {

unsignedi, j;

int flow;

/* 1) mot ludng tréng duge khoi tao*/

for (i =0; i <n; i++)

for (j =0; j <n; j++) FLil[j] =0;

/* 2) tim thdy mot dudng ngay cang tang trong khi c6 thé*/
do {

for (i =0; i <n; i++) used[i] =0;

found = 0;

used[s-1] =1;

path[0] =s-1;
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DFS(s-1, 1);
} while (found);
/* In ludng ra */
printf("Luu lugng t6i da qua do thi: \n");
for (i =0; i <n; i++){
for (j =0; j <n; j++) printf("%4d", Flil[j]);
printf("\n");
}
printf("\n");
flow = 0;
for (i =0; i <n; i++) flow +=F[i]l[t-1];
printf("Véi do 1on : %d\n", flow);
return 0;

Két qud thuc hién chuong trinh:

Da tim thdy duong dan tang: 1,2, 3, 5, 6
Da tim thdy duong dan tang: 1, 2, 6

Da tim thdy duong dan ting: 1,3, 2, 6
Da tim thdy duong dan tang: 1,3, 5, 6
Pa tim théy duong dan tang: 1,4, 6

Luu luong t6i da qua do thi:

0557000000
5000050000
5000500000
7000070000

0050050000

0-50-7-500 000

000O0O0OO0OO0OOODQ

000O0O0OOO0OODODO

000O0O0OO0OO0OOO0ODO

000O0OOO0OODODO
Véi kich thudce: 17

Chung ta d€ ngudi doc stra d6i chuong trinh trén dé n6 tim ra
cac duong di tang dan bang cach di ngang theo chiéu rong, diéu
nay sé dam bao d¢ dai duong di t6i thi€u, vi né sé thda man dieu
kién cua dinh ly.

Ngoai ra, chiing ta sé néi rang c6 cac thuat toan dé tim ludng cuyc
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dai trong do thi c6 do phtc tap ©(n*) va tham chi ©(n3) [Cormen,
Leiserson, Rivest-1997].

Bai tap

> 5.38. Ching minh rang néu khong c6 duong di tang trong do thi,
thi dong két qua 1a cuc dai.

- Nhiéu ngudn va ngudi tiéu ding

Néu c6 nhiéu hon mot nguon va nguoi tiéu dung dugc dua
ra trong bai toan, ching ta c6 the dé dang gidm né xudng ngudn
vira dugc xem xét. Goi cac nguon la s1, 82, ..., 8p va nguoi tiéu dung
ti, tz, ..., t5. Ching ta thém mot dinh mdi s trong cot duoc goi la siéu
nguon va mot dinh méi f - siéu tich liy. Ngoai hai meo mdéi nay,
ching ta thém canh:

* (s,s;),sa0 choc(s,s;) = +oo,v6ii =1,2,...,p.

* (tj,t),saochoc(tjt) = +oo,véij=1,2,...94.

St dung thuat toan Ford-Fulkerson tir doan trudc, chung ta tim
thy ludng 16n nhat tir s dén t, sé bang vé6i tim kiém trong phién ban
gdc ctia bai toan. (Tai sao?)

Bai tap

> 5.39. Chiing minh rang luu lugng t6i da dugc tim thay bdi thuat
toan Ford-Fulkerson trén do thi da stra d6i la luu lugng toi da cho
d6 thi dau ra, c6 mot s6 ngudn va mot s6 khach hang.

- Cong suat cua cac dinh

C6 thé 1am phuc tap thém bai todn bang cach dat gii han cho
luu lugng di qua moi dinh. Cho mot ham v(i),v(i) > 0,i € V sao
cho:

Y f(i,j) <wo(i)ieV

jev

Chiing ta dang tim kiém mot dong chdy t6i da tir nguon s dén
ngudi tiéu dung t. O day, chung ta cling c6 thé giai quyét van dé
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bang cach gidm né xudng bai toan tiéu chuan la tim dong chay
t6i da. V6i muc dich nay, chung ta sé xay dung mot do thi méi
G'(V',E'), trong do:

1) Hai dinh ctia V' sé tuong tng véi moi dinh i € V: iy va iy, sé
dugc ndi v6i nhau bdi mot canh (i1, 15). DO di qua c(iy,ip) ctia canh
nay sé bang v(i).

2) Méi canh (i, j) cua G duge chuyén dén G’ 1a suon (ip, ).

3) Trong d6 thi mé&i G’ sé khong c6 ham sd v gidi han dong chay
qua cac dinh.

Nhu trong doan trudc, luong tdi da trong G’ dugc tim thay béi
thuat toan Ford-Fulkerson sé 1a miic tdi da cho d thi G. (Tai sao?)

Cac ting dung khac ctia bai toan ludng cyc dai sé dugc thao luan
trong ?? va ?2.

Bai tap

> 5.40. Chiing minh rang luu lugng t6i da dugc tim thiy bdi thuat
toan Ford-Fulkerson trén do thi da stra déi la luu lugng toi da cho
do thi dau ra.
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