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LỜI MỞ ĐẦU

Trong lý thuyết đồ thị và các ứng dụng thực tế của nó, việc tìm kiếm các đường đi

ngắn nhất giữa các đỉnh là một vấn đề cơ bản và quan trọng. Tuy nhiên, một vấn đề

bất kỳ đều có thể được giải quyết bằng nhiều cách khác nhau. Điều này đặt ra một

câu hỏi thú vị về tái cấu hình: Liệu có thể biến đổi một đường đi ngắn nhất thành

một đường đi ngắn nhất khác thông qua một loạt các bước trung gian, trong đó mỗi

bước cũng là một đường đi ngắn nhất hợp lệ?

Tái cấu hình là một lĩnh vực nghiên cứu đang ngày càng trở nên sôi động và có

nhiều ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau. Vấn đề tái cấu hình liên quan đến

việc biến đổi từ một lời giải khả thi này sang một lời giải khả thi khác thông qua

các bước tuần tự, sao cho mỗi bước trung gian đều duy trì được tính khả thi. Ví dụ,

trong bài toán tô màu đỉnh của đồ thị, câu hỏi tái cấu hình có thể là liệu có thể biến

đổi một cách tô màu đúng thành một cách tô màu đúng khác bằng cách thay đổi

màu của từng đỉnh một lần, mà vẫn giữ cho mỗi bước là một cách tô màu đúng.

Các bài toán tái cấu hình có thể được nghiên cứu thông qua đồ thị tái cấu hình,

trong đó các đỉnh đại diện cho các lời giải khả thi và các cạnh biểu thị khả năng

chuyển đổi trực tiếp giữa các lời giải này. Tái cấu hình đã được nghiên cứu trong

nhiều bối cảnh khác nhau, bao gồm tô màu đỉnh (vertex coloring) [3, 5–8], tập độc

lập (independent sets) [15,16,18], ghép cặp (matchings) [16], cơ sở matroid (matroid

bases) [16], ... Và bài nghiên cứu này tập trung vào việc cấu hình lại các đường đi

ngắn nhất trong đồ thị.

Một câu hỏi cơ bản trong tái cấu hình là xác định độ phức tạp của việc kiểm tra

xem hai lời giải khả thi có thể được chuyển đổi từ cái này sang cái khác hay không.

Như chúng ta đã biết, việc tìm đường đi ngắn nhất trong một đồ thị là một bài toán

có độ phức tạp tính toán là đa thức (polynomial), nhưng khi ta mở rộng vấn đề này

sang cấu hình lại (biến đổi từ đường đi ngắn nhất này sang đường đi ngắn nhất khác),

độ phức tạp lại tăng lên rất nhiều, trở thành PSPACE-complete [18]. Điều này tạo

ra một sự khác biệt đáng chú ý và đặt ra nhiều thách thức nghiên cứu.

Với bối cảnh này, trong bài báo cáo này, chúng tôi sẽ tập trung vào cấu trúc của

các đồ thị đường đi ngắn nhất thay vì tìm hiểu, phát triển thêm các thuật toán. Mục
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tiêu chính của chúng tôi là hiểu những đồ thị nào có thể xuất hiện như các đồ thị

đường đi ngắn nhất.

Bố cục của khóa luận bao gồm 3 chương:

• Chương 1 trình bày một số định nghĩa, các kiến thức liên quan đến khóa luận.

• Chương 2 của khóa luận sẽ bắt đầu việc tìm hiểu đồ thị đường đi ngắn nhất là

gì, và đưa ra một số quan sát quan trọng.

• Chương 3 sẽ lần lượt trình bày các nội dung chính của bài khóa luận:

+ Phần 3.1, chúng tôi chứng minh rằng tập hợp các đồ thị đường đi ngắn

nhất đóng dưới phép hợp rời rạc và phép tích Cartesian, và kết quả phân

rã cho thấy chu trình 4 đỉnh thường xuất hiện trong các đồ thị này.

+ Phần 3.2 cung cấp một đặc trưng đơn giản về các đồ thị đường đi ngắn

nhất có chu vi 5 hoặc lớn hơn, đồng thời xác định rằng cây chỉ có thể là

đồ thị đường đi ngắn nhất nếu nó là một đường đi.

+ Phần 3.3 sẽ khám phá các đồ thị có chu vi nhỏ hơn 5, chứng minh rằng

đồ thị đường đi ngắn nhất của đồ thị lưới là một đồ thị con cảm sinh của

mạng lưới, và đặc biệt, đồ thị đường đi ngắn nhất của hypercube Qn với

hai đỉnh đối xứng là một đồ thị Cayley trên nhóm đối xứng Sn.

Chúng tôi hy vọng rằng nghiên cứu này sẽ không chỉ đóng góp vào hiểu biết lý

thuyết về biểu đồ tái cấu hình của đường đi ngắn nhất mà còn mở ra những hướng

nghiên cứu mới và ứng dụng thực tiễn trong các lĩnh vực liên quan. Xin chân thành

cảm ơn!

Hà Nội, ngày 20 tháng 05 năm 2024

Sinh viên

Đào Xuân Thắng
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Chương 1

Một số kiến thức liên quan

Trong chương này và các chương sau, chúng ta chỉ xét các đồ thị đơn giản G, với

tập đỉnh V (G) và tập cạnh E(G). Khi hai đỉnh x, y liền kề nhau, ta ký hiệu là x ∼ y.

1.1. Kiến thức cơ bản trong đồ thị

1.1.1. Thuật ngữ đồ thị (Graph terminology)

Đồ thị bao gồm các đỉnh (nodes) và cạnh (edges). Ta quy ước, biến n ký hiệu cho

số lượng đỉnh trong đồ thị, và biến m ký hiệu cho số lượng cạnh. Các đỉnh được đánh

số bằng các số nguyên (1, 2, . . . , n), hoặc ký hiệu theo bảng chữ cái alphabet (A, B,

.., Z).

Đường đi (path) dẫn từ đỉnh a đến đỉnh b đi qua các cạnh của đồ thị. Chiều dài

của đường đi là số lượng cạnh chứa trong nó. Ví dụ, đồ thị dưới đây chứa một đường

đi 1 → 3 → 4 → 5 có chiều dài là 3 từ đỉnh 1 đến đỉnh 5.

Hình 1.1: Đồ thị cơ bản
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Đường đi được gọi là chu trình (cycle) nếu đỉnh đầu và đỉnh cuối là giống nhau.

Ví dụ, đồ thị trên chứa một chu trình 1 → 3 → 4 → 1. Một đường đi là đường đi

đơn (simple) nếu mỗi đỉnh xuất hiện nhiều nhất 1 lần trong đường đi.

1.1.2. Đường đi ngắn nhất

Trong mục này, ta sẽ tìm hiểu bài toán đường đi ngắn nhất trong đồ thị. Trước

hết, ta cần quy ước một số khái niệm:

Định nghĩa 1.1.1. Một mạng lưới (hay đồ thị có trọng số) là một đồ thị G = (V,E)

và một hàm φ : E → R

Cho mạng lưới (G, φ), ta xác định trọng số của đồ thị con H ⊂ G bởi công thức

sau

φ(H) =
∑

e∈E(H)

φ(e). (1.1.1)

Với hai đỉnh u, v ∈ V bất kỳ, ta quan tâm đến việc tìm đường đi từ u đến v với

trọng số nhỏ nhất có thể. Ở đây, ta sẽ giới hạn trong các mạng lưới với trọng số của

các cạnh đều dương. Bên cạnh đó, ta cũng mở rộng hàm φ trên tất các cặp đỉnh bằng

cách gán cho φ((u, v)) =∞ nếu (u, v) /∈ E.

Định nghĩa 1.1.2. Cho mạng lưới (G, φ). Khoảng cách giữa hai điểm u, v ∈ V (G)

được xác định bởi

d(u, v) = dG(u, v) = min{φ(P )} (1.1.2)

trong đó P là một đường đi từ u đến v.

Đường đi để đạt được giá trị nhỏ nhất này được gọi là đường đi ngắn nhất giữa 2

đỉnh u và v.

Để thuận tiện hơn cho việc nghiên cứu khóa luận, ta sẽ giới hạn các mạng lưới

chính là các đồ thị với trọng số các cạnh đều bằng 1 (hay còn được xem là đồ thị

không có trọng số). Do đồ thị không có trọng số, chúng ta có thể hiểu rằng: Đường

đi ngắn nhất là đường đi giữa hai đỉnh trong đồ thị mà có ít bước di chuyển nhất,

tức là đi qua ít cạnh nhất.
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1.1.3. Hợp, tích Descartes giữa hai đồ thị

Định nghĩa 1.1.3. Hợp của hai đồ thị (G1 ∪G2)

• Nếu G1 và G2 là hai đồ thị, thì G1 ∪ G2 được định nghĩa là đồ thị có tập đỉnh

là V (G1) ∪ V (G2) và tập cạnh là E(G1) ∪ E(G2).

• Khi V (G1)∩V (G2) = ∅ (tức là hai đồ thị không có đỉnh chung), ta nói rằng G1

và G2 là rời rạc (disjoint), và gọi G1 ∪G2 là hợp rời rạc của G1 và G2.

Định nghĩa 1.1.4. Tích Descartes của hai đồ thị (G1�G2)

Với hai đồ thị G1 và G2, tích Descartes G1�G2 là một đồ thị với tập đỉnh là

V (G1)× V (G2) (tập các cặp (u1, u2) với u1 ∈ V (G1) và u2 ∈ V (G2)).

Tập cạnh của G1�G2 bao gồm các cặp (u1, u2)(v1, v2) sao cho:

• u1 = v1 và u2 ∼ v2 (nghĩa là u2 và v2 kề nhau trong G2), hoặc

• u2 = v2 và u1 ∼ v1 (nghĩa là u1 và v1 kề nhau trong G1).

1.1.4. Đồ thị đầy đủ, đồ thị K2,n

Đồ thị đầy đủ Kn:

• Đồ thị đầy đủ Kn là một đồ thị trong đó mỗi cặp đỉnh đều được nối với nhau

bởi một cạnh. Điều này có nghĩa là có một cạnh giữa mọi cặp đỉnh.

Đồ thị K2,n:

• Đồ thị K2,n là một đồ thị lưỡng phân đầy đủ với hai phần V1 và V2, trong đó

phần V1 có 2 đỉnh và phần V2 có n đỉnh.

• Các đỉnh trong V1 đều được nối với tất cả các đỉnh trong V2, nhưng không có

cạnh nào nối giữa các đỉnh trong cùng một phần V1 hoặc V2.
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1.2. Một số định nghĩa khác

1.2.1. Đồ thị Claw

Định nghĩa: Đồ thị Claw, ký hiệu là K1,3, là một đồ thị gồm một đỉnh trung tâm

và ba đỉnh lá, trong đó đỉnh trung tâm được kết nối với mỗi đỉnh lá bởi một cạnh,

và không có cạnh nào giữa các đỉnh lá.

Đồ thị Claw có thể được biểu diễn như sau:

1.2.2. Đồ thị Cayley

Định nghĩa: Cho (Γ, ·) là một nhóm. Giả sử S là một tập sinh của Γ không chứa

phần tử đơn vị và sao cho với mỗi phần tử g ∈ S, thì phần tử nghịch đảo g−1 cũng

thuộc S.

Đồ thị Cayley của Γ với tập sinh S, ký hiệu là Cay(Γ;S), là đồ thị có:

• Đỉnh: Các đỉnh là các phần tử của Γ.

• Cạnh: Có một cạnh nối giữa hai đỉnh x và y khi và chỉ khi x · s = y với một

phần tử s ∈ S.

0

1

2

3

1.2.3. Siêu khối n chiều (A hypercube of dimension n)

Định nghĩa: Một siêu khối có chiều n, ký hiệu là Qn, là đồ thị được tạo thành

bằng cách:
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• Gán nhãn cho mỗi đỉnh bằng một dãy nhị phân có độ dài n, tạo thành 2n đỉnh.

• Nối hai đỉnh bằng một cạnh nếu và chỉ nếu dãy nhị phân của chúng khác nhau

chính xác một vị trí.

Ví dụ: Chúng ta xét đến một siêu khối với số chiều là 3, ký hiệu là Q3, là đồ thị

với:

• 8 đỉnh, mỗi đỉnh được gán nhãn bằng một dãy nhị phân có độ dài 3: 000, 001,

010, 011, 100, 101, 110, 111.

• Các cạnh nối hai đỉnh nếu dãy nhị phân của chúng khác nhau chính xác một

vị trí.

000

001

010

011

100

101

110

111

Trong biểu đồ trên:

• Các đỉnh là các số nhị phân 3-bit: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

• Các cạnh nối giữa các đỉnh đại diện cho việc chúng chỉ khác nhau đúng một

bit.

Ví dụ:

• Đỉnh 000 và 001 được nối với nhau vì chúng khác nhau ở bit cuối cùng.

• Đỉnh 000 và 010 được nối với nhau vì chúng khác nhau ở bit thứ hai.

• Đỉnh 000 và 100 được nối với nhau vì chúng khác nhau ở bit đầu tiên.
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Chương 2

Đồ thị đường đi ngắn nhất

2.1. Định nghĩa

2.1.1. Đồ thị đường đi ngắn nhất

Định nghĩa 2.1.1. Cho G là đồ thị có các đỉnh a và b phân biệt.

• Đồ thị đường đi ngắn nhất của G đối với a và b là đồ thị S(G, a, b) trong đó

mọi đỉnh U tương ứng với một đường đi ngắn nhất trong G giữa a và b

• Hai đỉnh U,W ∈ V (S(G, a, b)) được xem là liền kề khi và chỉ khi các đường đi

tương ứng của chúng ở trong G khác nhau ở đúng một đỉnh.

Nếu các đường đi của G tương ứng với hai đỉnh liền kề U,W trong S(G, a, b) là

av1 · · · vi−1vivi+1 · · · vpb và av1 · · · vi−1v′ivi+1 · · · vpb, ta nói U và W khác nhau ở chỉ số

thứ i, hay i là chỉ số sai phân của cạnh UW . Có thể xem xét một số ví dụ trong hình

2.1.1.

Lúc này, đồ thị G là đồ thị cơ sở của S(G, a, b). Và chúng ta nói rằng đồ thị H là

đồ thị đường đi ngắn nhất, nếu tồn tại đồ thị G với a, b ∈ V (G) sao cho S(G, a, b)

đẳng cấu với H, ký hiệu là S(G, a, b) ∼= H.

Để tránh nhầm lẫn giữa các đỉnh trong G và các đỉnh trong S(G, a, b), trong suốt

bài viết này, chúng tôi sẽ sử dụng chữ thường (a, b, c, ...) để biểu thị các đỉnh trong

đồ thị cơ sở và chữ in hoa (A, B, C, ...) để biểu thị các đỉnh trong S(G, a, b).
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a1

a2

a3

a4

a5

a6a7

a8 a9

b1

b2

b3

G

A1

A2

A3

S(G, a1, b1)

C1 C2

C3C4

S(G, a1, b3)

B1

B2 B3

B4

B5B6

S(G, a2, b2)

D1

D2

D3

D4

S(G, a4, b2)

Hình 2.1: Biểu đồ cơ sở G với một số biểu đồ đường đi ngắn nhất.

2.1.2. Đồ thị rút gọn (reduced graph)

Có thể dễ dàng nhận thấy rằng có nhiều đồ thị cơ sở G khác nhau nhưng lại có

cùng một đồ thị đường đi ngắn nhất S(G, a, b).

Ví dụ, nếu e ∈ E(G) nhưng không nằm trên bất kỳ đường đi ngắn nhất nào giữa

a và b, thì S(G, a, b) ∼= S(G \ e, a, b) (đồ thị được tạo ra từ G bằng cách loại bỏ cạnh

e).

Định nghĩa: Đồ thị rút gọn (G, a, b) được định nghĩa là đồ thị được tạo ra từ G

bằng cách:

• Loại bỏ bất kỳ cạnh hoặc đỉnh nào không nằm trên bất kỳ đường đi ngắn nhất

nào giữa a và b.

• Co lại bất kỳ cạnh nào xuất hiện trong tất cả các đường đi ngắn nhất giữa a

và b (nghĩa là, gộp hai đỉnh mà cạnh này nối lại thành một đỉnh duy nhất).

2.2. Một số quan sát chung

Trong phần này, chúng tôi sẽ trả lời một số câu hỏi tự nhiên về việc các lớp đồ

thị nào có thể là đồ thị đường đi ngắn nhất. Chúng tôi dễ dàng nhận thấy rằng đồ
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thị rỗng là một đồ thị đường đi ngắn nhất. Chúng tôi cũng sẽ chứng minh rằng các

đồ thị đường đi và đồ thị đầy đủ đều là các đồ thị đường đi ngắn nhất.

Mệnh đề 2.2.1. Giả sử G là một đồ thị được tạo thành bằng cách nối t đường đi có

độ dài bằng nhau lớn hơn 2, mỗi đường đi có chung hai đỉnh đầu là a và b, và tất cả

các đỉnh bên trong của các đường đi này đều khác nhau.

Khi đó S(G, a, b) = Kt.

Trước khi tìm các đồ thị đường đi ngắn nhất có các cạnh, chúng tôi đưa ra nhận

xét đơn giản sau đây, sẽ được sử dụng xuyên suốt trong bài báo cáo này.

Nhận xét 2.2.1. Giả sử H là một đồ thị đường đi ngắn nhất. Nếu U1U2U3 là một

đường đi cảm sinh (induced path) trong H, thì U1U2 và U2U3 có các chỉ số khác nhau.

Chúng tôi sử dụng quan sát này để xây dựng một họ đồ thị mà đồ thị đường đi

ngắn nhất của chúng là các đường đi. Một ví dụ về phương pháp xây dựng này được

minh họa trong hình 2.2 và được mô tả trong bổ đề 2.2.1 . Pk sẽ ký hiệu cho một

đường đi có độ dài k.

Hình 2.2: Đồ thị cơ sở G5 sao cho S(G5, a, b) = P5.

Bổ đề 2.2.1. Với mọi k ≥ 1, đường đi Pk là một đồ thị đường đi ngắn nhất.

Chứng minh: Đối với k ≥ 1, ta định nghĩa đồ thị Gk như sau:

V (Gk) = {a, b, v0, v1, . . . , vbk/2c, v′1, . . . , v′dk/2e},

E(Gk) = {avi : 0 ≤ i ≤ bk/2c} ∪ {viv′i : 1 ≤ i ≤ bk/2c}

∪ {vi−1v′i : 1 ≤ i ≤ dk/2e} ∪ {v′ib : 1 ≤ i ≤ dk/2e}.

Người ta kiểm tra rằng Pk
∼= S(Gk, a, b).
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Để có thể chứng minh bổ đề 2.2.1, trước tiên, ta sẽ xem xét các đường đi ngắn

nhất từ a đến b trong Gk. Chúng ta thấy rằng mỗi đường đi ngắn nhất từ a đến b

sẽ đi qua một dãy các đỉnh vi và v
′
i. Lúc này, ta cần chứng minh rằng mỗi đường đi

ngắn nhất từ a đến b trong Gk tương ứng với một đỉnh của Pk và ngược lại.

Thật vậy, Pk
∼= S(Gk, a, b) do:

• Đường đi Pk có k + 1 đỉnh và k cạnh.

• Trong Gk, các đỉnh a và b được nối bởi một dãy các đỉnh trung gian vi và v
′
i,

tạo thành một đường đi từ a đến b qua k cạnh.

Do đó, ta thấy rằng cấu trúc của Gk đảm bảo rằng đường đi ngắn nhất từ a đến b

trong Gk có chiều dài đúng bằng k, và mỗi đỉnh của Pk tương ứng với một đường đi

ngắn nhất từ a đến b.

Bổ đề 2.2.2. Với mọi n ≥ 1, đồ thị đầy đủ Kn là một đồ thị đường đi ngắn nhất.

Chứng minh: Cho a và b là các đỉnh nằm trên một phía của phép phân đôi của

đồ thị K2,n. Khi đó S(K2,n, a, b) ∼= Kn.

• Xét đường đi ngắn nhất trong K2,n:

– Chọn a và b là hai đỉnh trong phần V1 của K2,n.

– Mọi đường đi ngắn nhất từ a đến b trong K2,n sẽ đi qua các đỉnh trong V2.

Cụ thể, nếu v1, v2, . . . , vn là các đỉnh trong V2, thì các đường đi ngắn nhất

từ a đến b là a→ vi → b cho mỗi vi.

• Xét đồ thị đường đi ngắn nhất S(K2,n, a, b):

– Đồ thị đường đi ngắn nhất S(K2,n, a, b) là đồ thị có các đỉnh tương ứng

với các đường đi ngắn nhất từ a đến b trong K2,n.

– Do mỗi đỉnh trong V2 tương ứng với một đường đi ngắn nhất từ a đến b

qua đỉnh đó, tập các đỉnh của S(K2,n, a, b) sẽ là {v1, v2, . . . , vn}.

• Ta chứng minh S(K2,n, a, b) đẳng cấu với Kn:
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– Trong S(K2,n, a, b), hai đỉnh vi và vj được nối với nhau nếu và chỉ nếu có

một cạnh nối vi và vj trong K2,n.

– Vì các đỉnh v1, v2, . . . , vn nằm trong phần V2 của K2,n, nên không có cạnh

nào nối giữa chúng. Điều này dẫn đến đồ thị S(K2,n, a, b) là đồ thị đầy đủ

Kn.

Trong thực tế, như chúng tôi trình bày trong định lý 2.2.1, bất kỳ đồ thị nào có

đồ thị đường đi ngắn nhất là đồ thị đầy đủ đều phải rút gọn về K2,n. Sau này chúng

ta sẽ thấy rằng tồn tại các đồ thị rút gọn khác nhau có cùng đồ thị đường đi ngắn

nhất.

Định lý 2.2.1. Các phát biểu sau đây là tương đương:

(i) S(G, a, b) = Kn với một số n ∈ N.

(ii) Có chính xác n đường đi ngắn nhất từ a đến b trong G, mỗi cặp trong số đó

khác nhau tại cùng một chỉ số.

(iii) K2,n là đồ thị thu gọn của G.

1. Chứng minh rằng nếu (ii) sai thì (i) cũng sai:

• Giả sử rằng (ii) sai: Điều này có nghĩa là không phải tất cả n đường đi ngắn

nhất từ a đến b trong G đều khác nhau tại cùng một chỉ số.

• Hệ quả: Giả sử có ba đỉnh U , V và W trong S(G, a, b) sao cho các cạnh UV

và VW có các chỉ số sai phân khác nhau. Điều này có nghĩa là đường đi từ

U đến W khác nhau tại hai chỉ số, do đó không thể có cạnh giữa chúng trong

S(G, a, b).

Kết luận: Nếu không có cạnh giữa U và W , thì S(G, a, b) không thể là một đồ thị

đầy đủ Kn. Do đó, nếu (ii) sai thì (i) cũng sai.

2. Chứng minh rằng (ii) kéo theo (iii):

• Giả sử rằng (ii) đúng: Điều này có nghĩa là G có chính xác n đường đi ngắn

nhất từ a đến b và tất cả các đường đi này đều khác nhau tại cùng một đỉnh i,

với d(a, b) = m.
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• Thu gọn G: Bắt đầu bằng cách loại bỏ tất cả các đỉnh và cạnh không nằm trong

bất kỳ đường đi ngắn nhất nào từ a đến b. Kết quả là đồ thị G′, sẽ là một đường

đi từ a đến b bao gồm các đỉnh {v1, . . . , vm} với n bản sao của đỉnh i (tức là n

đỉnh chỉ kết nối với vi−1 và vi+1).

• Thu gọn thêm G′: Bằng cách hợp nhất tất cả các cạnh xuất hiện trong mọi

đường đi ngắn nhất từ a đến b, ta sẽ có đồ thị G′′ = K2,n với a và b là các đỉnh

ở một phía của phép phân đôi.

Kết luận: Đồ thị thu gọn của G là K2,n.

3. Chứng minh rằng (iii) kéo theo (i):

• Áp dụng bổ đề 2.2.2: Bổ đề này đã chứng minh rằng nếu G có đồ thị thu gọn

là K2,n, thì đồ thị đường đi ngắn nhất S(G, a, b) tương đương với Kn.

Rõ ràng nếu hai đồ thị cho cùng một đồ thị thu gọn với một số cặp đỉnh nhất định

thì chúng có cùng đồ thị đường đi ngắn nhất. Đối với các đồ thị G trong hình 2.2 và

G′ trong hình 2.3, có thể dễ dàng kiểm tra rằng S(G, a, b) ∼= S(G′, a, b) ∼= S(G′, a, b′).

Sẽ rất hữu ích nếu có thể xây dựng các đồ thị khác nhau với cùng một đồ thị thu

gọn. Kết quả tiếp theo liên quan đến, theo một nghĩa nào đó, một thao tác ngược lại

của việc hình thành một đồ thị thu gọn. Một ví dụ về thao tác được mô tả sẽ bắt

đầu với đồ thị G trong hình 2.2 để xây dựng đồ thị G′ trong hình 2.3.

Hình 2.3: Đồ thị cơ sở mở rộng G′, với S(G′, a, b′) = P5.

Mệnh đề 2.2.2. Nếu H = S(G, a, b) và dG(a, b) = k, thì đối với mọi k′ ≥ k tồn tại

một đồ thị G′ với các đỉnh a, b′ ∈ G′ sao cho dG′(a, b′) = k′ và H ∼= S(G′, a, b′).

Chứng minh:

• Nếu k = k′, thì kết quả đúng nếu ta để G′ = G.

15



• Giả sử k′ > k. Gọi H = S(G, a, b). Xác định G′ như sau:

V (G′) = V (G) ∪ {x1, x2, ...xk′−k−1, b′},

E(H ′) = E(H) ∪ {bx1, x1x2, ...xk′−k−2xk′−k−1, xk′−k−1b′}.

Rõ ràng rằng H ∼= S(G′, a, b′).

Giải thích: Nếu k′ = k, chúng ta không cần thay đổi gì cả, chỉ cần chọn G′ = G

làm đồ thị mới và kết quả vẫn đúng. Trong trường hợp k′ > k, chúng ta mở rộng G

bằng cách thêm đỉnh và cạnh để tạo ra một đường đi ngắn nhất từ a đến b′ có độ

dài k′. Cụ thể, chúng ta thêm các đỉnh trung gian x1, x2, ..., xk′−k−1 và đỉnh b′ vào G,

sau đó thêm các cạnh mới để mở rộng đường đi từ a đến b′. Điều này đảm bảo rằng

H ∼= S(G′, a, b′), tức là H tương đương với đường đi ngắn nhất từ a đến b′ trong G′

có độ dài k′.
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Chương 3

Tính chất, cấu trúc của đồ thị

đường đi ngắn nhất

3.1. Phân tích và tổng hợp (Decompositions and

sums)

Trong phần trước, chúng ta đã xây dựng một vài lớp đồ thị đặc biệt của các đồ

thị đường đi ngắn nhất. Trong phần này, chúng ta sẽ thiết lập hai phương pháp để

thu được các đồ thị đường đi ngắn nhất mới từ các đồ thị cũ. Cụ thể, chúng ta sẽ chỉ

ra rằng họ đồ thị đường đi ngắn nhất được đóng dấu dưới hai phép toán là phép hợp

rời rạc và tích Descartes.

Ví dụ, chúng ta xây dựng một đồ thị Ĝ sao cho đồ thị đường đi ngắn nhất của Ĝ là

hợp rời rạc của hai bản sao của P5. Nhớ lại đồ thịG5 trong hình 2.2 có S(G5, a, b) = P5.

Đặt G51 và G52 là hai bản sao của G5 được gán nhãn sao cho v1 ∈ G51 tương ứng với

v2 ∈ G52. Xác định Ĝ bằng cách lấy hợp của hai bản sao của G5, thêm hai đỉnh mới

{a, b}, và thêm các cạnh mới {aa1, aa2, bb1, bb2}. Điều này được thể hiện trong hình

3.1. Khi đó S(Ĝ, a, b) = S(G51, a1, b1)∪S(G52, a2, b2). Cách xây dựng cho mọi cặp đồ

thị như trên là điểm chính của định lý tiếp theo.

Định lý 3.1.1. Nếu H1 và H2 là các đồ thị đường đi ngắn nhất, thì H1 ∪H2 cũng là

một đồ thị đường đi ngắn nhất.
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Chứng minh: Theo mệnh đề 2.2.2, ta có thể chọn các đồ thị cơ sở rời rạc

Gi cho Hi, i ∈ {1, 2}, sao cho {ai, bi} ∈ Gi, với dG1(a1, b1) = dG2(a2, b2) và với

Hi
∼= S(Gi, ai, bi).

Xây dựng đồ thị G như sau:

V (G) = V (G1) ∪ V (G2) ∪ {a, b}

E(G) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ {aa1, aa2, b1b, b2b}.

Rõ ràng từ cách xây dựng của G, mỗi đường đi ngắn nhất từ a đến b trong G

tương ứng với một đường đi ngắn nhất từ a1 đến b1 trong G1 hoặc một đường đi ngắn

nhất từ a2 đến b2 trong G2. Ngoài ra, nếu hai đường đi ngắn nhất là kề nhau trong

S(Gi, ai, bi), i ∈ {1, 2}, chúng vẫn kề nhau trong S(G, a, b).

Cuối cùng, nếu U1 và U2 là đường đi ngắn nhất trong G giữa a và b với V (U2) ∩

V (G1) 6= ∅ và V (U1) ∩ V (G2) 6= ∅, khi đó vì a1, b1 ∈ V (U1) và a2, b2 ∈ V (U2) nên

U1 6= U2. Do đó, ta kết luận rằng H1 ∪H2 là một đồ thị đường đi ngắn nhất.

Hình 3.1: Hai bản sao của đồ thị cơ sở được kết hợp như mô tả trong định lý 3.1.1.

Mệnh đề 3.1.1 liên quan đến cấu trúc của đồ thị con của một đồ thị đường đi

ngắn nhất H ∼= S(G, a, b) được tạo ra bởi tất cả các đường đi ngắn nhất từ a đến b

mà chứa một đỉnh v đã cho trước.

Mệnh đề 3.1.1. Cho G là một đồ thị liên thông với a, b ∈ V (G) và d = d(a, b) ≥ 2.

Giả sử H = S(G, a, b) và v là một đỉnh của G nằm trên ít nhất một đường đi

ngắn nhất từ a đến b.
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Gọi H ′ là đồ thị con của H được tạo ra bởi tất cả các đỉnh tương ứng với các

đường đi ngắn nhất từ a đến b mà chứa v. Khi đó:

H ′ ∼= S(G, a, v)�S(G, v, b)

Hơn nữa, nếu G1 là bất kỳ đồ thị con của G chứa tất cả các đường đi ngắn nhất

từ a đến v, và G2 là bất kỳ đồ thị con của G chứa tất cả các đường đi ngắn nhất từ

v đến b, thì H ′ đẳng cấu với:

S(G1, a, v)�S(G2, v, b)

Chứng minh: Gọi H ′ là đồ thị con của H được tạo ra bởi tất cả các phần tử

của V (H) tương ứng với các đường đi ngắn nhất từ a đến b trong G chứa đỉnh v.

Các đường đi ngắn nhất từ a đến b này chính là các phép nối Tav ◦ Tvb trong đó

Tav là một đoạn đường đi ngắn nhất từ a đến v và Tvb là một đoạn đường đi ngắn

nhất từ v đến b. Do đó, chúng ta có thể thay thế các phần tử trong tập đỉnh của H ′

và các đường đi ngắn nhất trong G có dạng Tav ◦ Tvb.

Theo định nghĩa, tập đỉnh của S(G, a, v)�S(G, v, b) chính là tập hợp các cặp có

thứ tự (Tav, Tvb) trong đó Tav là một đỉnh của S(G, a, v), và Tvb là một đỉnh của

S(G, v, b).

Rõ ràng rằng ánh xạ f : V (H ′)→ V (S(G, a, v)�S(G, v, b)) được cho bởi f(Tav ◦

Tvb) = (Tav, Tvb), là một ánh xạ một một. Chúng ta khẳng định rằng ánh xạ này bảo

toàn cạnh.

Thật vậy, giả sử (U1, R1) ∼ (U2, R2) trong S(G, a, v)�S(G, v, b). Theo định nghĩa

của tích Descartes, hoặc (i) U1 ∼ U2 trong S(G, a, v) và R1 = R2 hoặc (ii) U1 = U2 và

R1 ∼ R2 trong S(G, v, b). Trong trường hợp (i), U1 và U2 khác nhau chỉ ở một chỉ số

trong khi V (R1) = V (R2), do đó U1 ◦R1 ∼ U2 ◦R2 trong H ′. Một lập luận tương tự

áp dụng trong trường hợp (ii). Giả sử bây giờ rằng (U1, R1) không bằng hoặc kề với

(U2, R2) trong S(G, a, v) � S(G, v, b). Khi đó, một trong những trường hợp sau xảy

ra: U1 = U2, trong trường hợp đó R1 và R2 khác nhau ít nhất hai chỉ số; R1 = R2

trong trường hợp đó U1 và U2 khác nhau ít nhất hai chỉ số; hoặc U1 6= U2 và R1 6= R2

trong trường hợp đó U1 và R1 khác nhau với U2 và R2 một chỉ số tương ứng. Trong

mỗi trường hợp này, R1 ◦ U1 và R2 ◦ U2 khác nhau ít nhất hai chỉ số và do đó không

kề nhau, như yêu cầu.
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Để hoàn thành chứng minh, chúng ta chỉ cần nhận thấy S(G, a, v) ∼= S(G1, a, v)

và S(G, v, b) ∼= S(G2, v, b).

Với hai đồ thị G1 và G2 có tập đỉnh sao cho V (G1)∩V (G2) = {c}, phép tổng một

(one-sum) của G1 và G2 được định nghĩa là đồ thị G với tập đỉnh V (G1)∪ V (G2) và

tập cạnh E(G1)∪E(G2). Định lý 3.1.2 sẽ mô tả đồ thị đường đi ngắn nhất của phép

tổng một của hai đồ thị.

Định lý 3.1.2. Cho G1 và G2 là các đồ thị với tập đỉnh sao cho V (G1)∩V (G2) = c.

Gọi G là phép tổng một của G1 và G2. Khi đó, với mọi a ∈ V (G1) \ c và mọi

b ∈ V (G2) \ c, ta có:

S(G, a, b) ∼= S(G1, a, c)�S(G2, c, b).

Chứng minh: Vì c là đỉnh cắt, mọi đường đi ngắn nhất từ a đến b trong G đều

phải chứa c. Áp dụng mệnh đề 3.1.1, chúng ta có điều phải chứng minh.

Hệ quả 3.1.1. Cho H1 và H2 là đồ thị đường đi ngắn nhất. Khi đó H1�H2 cũng là

đồ thị đường đi ngắn nhất.

Chứng minh:

• Đặt H1 = S(G1, a1, b1) và H2 = S(G2, a2, b2), trong đó G1 và G2 là các đồ thị

đã được rút gọn.

• Gộp hai đỉnh b1 của H1 và a2 của H2 lại thành một đỉnh chung trong đồ thị

mới. Điều này tạo ra một đồ thị mới S(G, a1, b2).

• Đồ thị S(G, a1, b2) này được tạo ra từ phép tích Descartes của hai đồ thị đường

đi ngắn nhất ban đầu H1 và H2, và do đó, nó cũng là một đồ thị đường đi ngắn

nhất.

Việc xây dựng định lý 3.1.2 dẫn đến một họ các đồ thị mà đồ thị đường đi ngắn

nhất của chúng là các siêu khối (hypercubes). Gọi Jk là đồ thị được tạo thành bằng

cách thực hiện phép tổng một của k bản sao của C4 (một chu trình đơn với 4 đỉnh)

như sau. Với i = 1, . . . , k gọi ai và bi là các đỉnh đối cực (antipodal vertices) trong bản

sao thứ i của C4. Tạo thành Jk bằng cách gộp hai đỉnh bi và ai+1 cho i = 1, . . . , k−1.

Xem hình 5.
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Hệ quả 3.1.2. Với Jk được định nghĩa ở trên, đồ thị đường đi ngăn nhất S(Jk, a1, bk) ∼=

Qk trong đó Qk là siêu khối có k chiều.

Chứng minh: Để chứng minh hệ quả 3.1.2, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp

quy nạp. Trước tiên, chúng ta cần chứng minh rằng đẳng thức S(J1, a1, b1) ∼= Q1 là

đúng.

• Với k = 1, ta có S(J1, a1, b1) ∼= Q1, vì đồ thị J1 chỉ bao gồm một chu trình 4

đỉnh, tương ứng với một hypercube Q1 có một đỉnh và không có cạnh.

• Tiếp theo, giả sử rằng S(Jk, a1, bk) ∼= Qk cho một số nguyên k ≥ 1. Ta sẽ chứng

minh rằng S(Jk+1, a1, bk+1) ∼= Qk+1.

• Xây dựng Jk+1 từ Jk bằng cách thêm một chu trình 4 đỉnh khác và nối nó với

Jk thông qua hai đỉnh tương đồng (antipodal). Do đó, Jk+1 là một đồ thị mà ta

có thể xây dựng từ Jk bằng cách thêm một chu trình 4 đỉnh nối vào chu trình

4 đỉnh của Jk.

• Tương tự, Qk+1 được xây dựng từ Qk bằng cách thêm một chu trình 4 đỉnh nối

vào một chu trình 4 đỉnh của Qk (hay một hypercube Qk). Bằng cách sử dụng

giả thiết quy nạp và tính chất đồng cấu của đồ thị đường đi ngắn nhất, ta kết

luận rằng S(Jk+1, a1, bk+1) ∼= Qk+1.

Do đó, theo phương pháp quy nạp, hệ quả 3.1.2 được chứng minh là đúng cho

mọi k ≥ 1.

Hình 3.2: Đồ thị cơ sở Jk có đồ thị đường đi ngắn nhất là siêu khối.

Kết quả tiếp theo cung cấp một phép phân tích của đồ thị đường đi ngắn nhất

thành một tập hợp rời rạc của các phép tổng một với các cạnh bổ sung. Lưu ý rằng
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định lý sau đây áp dụng cho tất cả các giá trị 1 ≤ i < d(a, b). Do đó, thực sự có

d(a, b)− 1 phép phân tích khác nhau của dạng này.

Định lý 3.1.3. Gọi H là đồ thị đường đi ngắn nhất với đồ thị cơ sở rút gọn (G, a, b),

trong đó d(a, b) ≥ 2. Cố định một chỉ số i, với 1 ≤ i < d(a, b).

Gọi {vi1, vi2, . . . , vik} là tập hợp gồm k đỉnh trong V (G) có khoảng cách i từ a, và

gọi Ei là tập hợp tất cả các cạnh UW ∈ E(H) có chỉ số khác biệt là i. Khi đó:

(a) Kết quả của việc xóa các cạnh Ei khỏi H thu được một đồ thị có k thành phần

liên thông rời rạc, mỗi thành phần là một tích Descartes:

H \ Ei =
k⋃

j=1

Dij,

trong đó Dij = S(G, a, vij)�S(G, vij, b)

(b) Đối với bất kỳ hai đồ thị con Dij và Di`, các cạnh trong Ei giữa V (Dij) và

V (Di`) tạo thành một phép ghép cặp từng phần.

Chứng minh:

(a) Với mỗi j ∈ {1, 2, . . . , k}, từ mệnh đề 3.1.1 ta biết rằng tập hợp các đỉnh trong

H tương ứng với các đường đi ngắn nhất từ a đến b chứa vij sẽ tạo thành một

đồ thị con đẳng cấu với S(G, a, vij)�S(G, vij, b).

• Vì mỗi đường đi ngắn nhất từ a đến b trong G chỉ chứa duy nhất một đỉnh

vij trong tập {vi1, . . . , vik}, nên các đồ thị con này trong H là không giao

nhau (tức là chúng không chia sẻ đỉnh nào với nhau).

• Hơn nữa, nếu có một cặp đỉnh U và W kề nhau trong H mà các đường đi

ngắn nhất từ a đến b tương ứng của chúng chứa các đỉnh khác nhau trong

tập {vi1, . . . , vik}, thì các đỉnh này phải khác nhau ở chỉ số i. Kết luận là

cạnh UW có chỉ số khác biệt là i và nằm trong tập Ei.

Từ các điều trên, chúng ta nhận thấy rằng H \ Ei có k thành phần liên thông

rời rạc, mỗi thành phần là một tích Descartes.
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(b) Mỗi đỉnh U trong Dij tương ứng với một đường đi có đỉnh vij ở chỉ số i, và mỗi

đỉnh W trong Di` tương ứng với một đường đi có đỉnh vi` ở chỉ số i. Vì vậy, với

mỗi đỉnh U trong Dij, sẽ có tối đa một đỉnh trong Di` kề với U .

Điều này chứng tỏ rằng các cạnh trong Ei giữa V (Dij) và V (Di`) tạo thành

một phép ghép cặp từng phần.

Lưu ý rằng chu trình 4 đỉnh xuất hiện rất thường xuyên trong tích Descartes:

Lấy bất kỳ cạnh nào UW trong H1 và bất kỳ cạnh nào XY trong H2. Khi đó, tập

hợp các đỉnh {(U,X), (U, Y ), (W,X), (W,Y )} tạo thành một chu trình 4 đỉnh trong

H1�H2. Từ định lý 3.1.3 phần (a) và trong thực tế, chu trình 4 đỉnh phổ biến trong

tích Descartes của các đồ thị, chúng ta kết luận rằng

Nhận xét 3.1.1. Các chu trình 4 đỉnh xuất hiện phổ biến trong các đồ thị đường đi

ngắn nhất.

Xét về thực tế, định lý 3.1.3 cho chúng ta biết rằng, khi xóa các cạnh với chỉ số

khác nhau trong đồ thị đường đi ngắn nhất, chúng ta sẽ thu được các thành phần

đồ thị rời rạc dưới dạng tích Descartes của các đồ thị đường đi ngắn nhất con. Điều

này gợi ý rằng nếu một đồ thị đường đi ngắn nhất không có các chu trình 4 đỉnh, thì

cấu trúc của nó sẽ đơn giản hơn và dễ hiểu hơn. Ngược lại, nếu không đặt ra giới hạn

này, việc nghiên cứu các đồ thị đường đi ngắn nhất sẽ trở nên phức tạp hơn nhiều.

Để kết thúc phần này, chúng ta sẽ thử một phương pháp khác để kết hợp các đồ

thị cơ sở. Giả sử G1 và G2 là các đồ thị với tập cạnh sao cho E(G1) ∩ E(G2) = {e},

trong đó e = xy, và V (G1) ∩ V (G2) = {x, y}. Khi đó, phép tổng hai của G1 và G2

được định nghĩa là đồ thị G với tập đỉnh V (G1)∪V (G2) và tập cạnh E(G1)∪E(G2).

Định lý 3.1.4 sẽ mô tả đồ thị đường đi ngắn nhất của phép tổng hai của hai đồ thị

này.

Định lý 3.1.4. Cho G1 và G2 là các đồ thị có tập cạnh sao cho E(G1)∩E(G2) = {e},

trong đó e = xy, và V (G1) ∩ V (G2) = {x, y}.

Gọi G là phép tổng hai của G1 và G2. Cho a ∈ V (G1) và b ∈ V (G2) sao cho

{a, b} ∩ {x, y} = ∅. Khi đó S(G, a, b) đẳng cấu với một trong các trường hợp sau:
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(i) Hợp của các đồ thị rời rạc (S(G1, a, x)�S(G2, x, b)) ∪ (S(G1, a, y)�S(G2, y, b))

cộng thêm các cạnh bổ sung tạo thành một đoạn ghép giữa hai đồ thị, trong

trường hợp d(a, x) = d(a, y) và d(x, b) = d(y, b);

(ii) S(G1, a, x)�S(G2, x, b), trong trường hợp d(a, x) ≤ d(a, y) và d(x, b) < d(y, b),

hoặc d(a, x) < d(a, y) và d(x, b) ≤ d(y, b);

(iii) S(G1, a, y)�S(G2, y, b), trong trường hợp d(a, y) ≤ d(a, x) và d(y, b) < d(x, b),

hoặc d(a, y) < d(a, x) và d(y, b) ≤ d(x, b);

(iv) và ngược lại (S(G1, a, x)�S(G2, x, b)) ∪ (S(G1, a, y)�S(G2, y, b)), trong đó các

đỉnh chung của S(G1, a, x)�S(G2, x, b) và S(G1, a, y)�S(G2, y, b) tương ứng

chính xác với các đường đi ngắn nhất từ a đến b chứa cạnh e.

Chứng minh. Lưu ý rằng mỗi đường đi ngắn nhất từ a đến b đều có giao khác

rỗng với x, y.

Trường hợp (i): Giả sử, i = d(a, x) = d(a, y) và d(x, b) = d(y, b). Trong trường

hợp này, các đỉnh x và y là duy nhất ở khoảng cách i từ a trong G được sử dụng

trong bất kỳ đường đi ngắn nhất nào từ a đến b.

• Gọi Ei là tập hợp các cạnh trong S(G, a, b) có chỉ số khác nhau là i. Nếu chúng

ta nhận thấy rằng S(G, a, x), S(G, a, y), S(G, x, b) và S(G, y, b) tương ứng lần lượt

với S(G1, a, x), S(G1, a, y), S(G2, x, b) và S(G2, y, b), thì kết luận ngay lập tức từ ý

(a) của định lý 3.1.3, là:

S(G, a, b)/Ei
∼= (S(G1, a, x)�S(G2, x, b)) ∪ (S(G1, a, y)�S(G2, y, b)).

•Từ phần (b) của cùng một định lý, ta có thể suy ra rằng các cạnh nối các thành

phần đồ thị không giao nhau S(G1, a, x)�S(G2, x, b) và S(G, a, y)�S(G, y, b) tạo

thành một đoạn ghép.

Trường hợp (ii): d(a, x) ≤ d(a, y) và d(x, b) < d(y, b), hoặc là d(a, x) < d(a, y)

và d(x, b) ≤ d(y, b). Mọi đường đi ngắn nhất từ a đến b đều chứa đỉnh x, và kết quả

được suy ra trực tiếp từ định lý 3.1.2.

Trường hợp (iii): d(a, y) ≤ d(a, x) và d(y, b) < d(x, b), hoặc là d(a, y) < d(a, x)

và d(y, b) ≤ d(x, b). Mọi đường đi ngắn nhất từ a đến b đều chứa đỉnh y, và kết quả

được suy ra trực tiếp từ định lý 3.1.2.
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Trường hợp (iv): Xét trường hợp khi d(a, x) > d(a, y) và d(x, b) < d(y, b).

Vì d(x, y) = 1, ta có d(a, x) = d(a, y) + 1 và d(x, b) + 1 = d(y, b). Theo mệnh đề

3.1.1, các đỉnh của S(G, a, b) tương ứng với các đường đi chứa x tạo ra một đồ thị con

đẳng cấu với S(G1, a, x)�S(G2, x, b), và các đỉnh tương ứng với các đường đi chứa y

tạo ra một đồ thị con đẳng cấu với S(G1, a, y)�S(G2, y, b). Lưu ý rằng một số đường

đi ngắn nhất từ a đến b chứa cạnh e = xy, và do đó hai đồ thị con được mô tả ở trên

có giao nhau.

Giờ hãy xem U là một đỉnh trong V (S(G, a, b)) tương ứng với một đường đi ngắn

nhất từ a đến b chứa x nhưng không chứa y, và W là một đỉnh trong V (S(G, a, b))

tương ứng với một đường đi ngắn nhất từ a đến b chứa y nhưng không chứa x. Khi

đó U và W khác nhau cả về chỉ số d(a, y) và chỉ số d(a, y) + 1, và do đó không kề

nhau. Trường hợp khi d(a, x) < d(a, y) và d(x, b) > d(y, b) được xử lý tương tự.

Lưu ý rằng trong chứng minh của định lý 3.1.4, cạnh e chỉ được sử dụng trong

Trường hợp (iv). Do đó, nếu Trường hợp (i), (ii) hoặc (iii) đúng với phát biểu của

định lý đó thì S(G\e, a, b) ∼= S(G, a, b). Cũng lưu ý rằng các kết quả tương tự như

định lý 3.1.4 có thể thu được bằng cách xem xét việc nối hai đồ thị ở hai đỉnh không

có cạnh nào giữa hai đỉnh này; hoặc thậm chí là nối các đồ thị trên nhiều hơn hai

đỉnh.

3.2. Đồ thị đường đi ngắn nhất với chu vi tối thiểu

là 5

Trong phần này, chúng tôi phân loại hoàn toàn tất cả các đồ thị đường đi ngắn

nhất có chu vi từ 5 trở lên. Trong quá trình này, chúng tôi mô tả chính xác chu trình

nào là đồ thị đường đi ngắn nhất và chúng tôi chỉ ra rằng đồ thị Claw không phải là

đồ thị đường đi ngắn nhất. Quan sát đơn giản sau đây sẽ đóng vai trò quan trọng.

Mệnh đề 3.2.1. Cho H là một đồ thị đường đi ngắn nhất.

Cho U1, U2, U3 là ba đỉnh phân biệt trong H sao cho U1U2U3 là một đường đi

cảm sinh (induced path).

Nếu sự chênh lệch giữa các chỉ số của U1U2 và U2U3 là i và j, trong đó j /∈
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{i− 1, i, i+ 1}, thì H có một chu trình cảm sinh C4 chứa U1U2U3.

Chứng minh: Đặt

U1 = av1 . . . vpb,

U2 = av1 . . . v
′
i . . . vpb,

U3 = av1 . . . vi−1v
′
ivi+1 . . . v

′
j . . . vpb.

Khi đó tồn tại một đường đi ngắn nhất U4 = av1 . . . v
′
j . . . vpb trong G, tạo thành

chu trình 4 đỉnh (U1, U2, U3, U4) trong G.

Kết quả tiếp theo khẳng định rằng bất kỳ đồ thị đường đi ngắn nhất nào chứa

một chu trình cảm sinh lẻ có số đỉnh nhiều hơn C3 sẽ bắt buộc chứa một chu trình

cảm sinh 4 đỉnh được tạo ra từ các đỉnh cụ thể trong đồ thị. Định lý 19 sau đây đưa

ra một kết quả tưởng tự cho các đồ thị cảm sinh Claw.

Bổ đề 3.2.1. Cho H là một đồ thị đường đi ngắn nhất chứa một chu trình cảm sinh

Ck với k lẻ và k > 3. Khi đó, H chứa một chu trình cảm sinh C4.

Chứng minh: Giả sử (U1, ..., Uk) là một chu trình Ck cảm sinh với k lẻ lớn hơn

3 trong H.

Giả sử rằng H không chứa một chu trình C4 cảm sinh.

• Gọi i là chỉ số khác biệt của U1U2.

• Theo mệnh đề 3.2.1, chỉ số khác biệt của U2U3 có thể là i − 1 hoặc i + 1. Đặc

biệt, nếu i là số lẻ, thì U2 và U3 khác nhau ở chỉ số chẵn, và nếu i là số chẵn,

thì U2 và U3 khác nhau ở chỉ số lẻ. Điều này cũng đúng ở mọi bước, tức là

tính chẵn lẻ của chỉ số khác biệt luân phiên xung quanh chu trình. Điều này là

không thể nếu k là số lẻ.

Ngược lại, C3 và mọi chu trình chẵn là đồ thị đường đi ngắn nhất.

Định lý 3.2.1. Ck là đồ thị đường đi ngắn nhất khi và chỉ khi k chẵn hoặc k = 3.

Chứng minh: Chúng ta đã thấy rằng C3 và C4 là các đồ thị đường đi ngắn nhất,

xem hình 2.1.1 và hệ quả 3.1.2. Từ bổ đề 3.2.1, suy ra rằng Ck không phải là một đồ

thị đường đi ngắn nhất cho k lẻ lớn hơn 3.
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Bây giờ chúng ta xây dựng một đồ thị mà đồ thị đường đi ngắn nhất của nó là

C2n. Định nghĩa G với 2n+ 2 đỉnh như sau:

V (G) ={a, b, v0, v1, . . . , vn−1, v′0, v′1, . . . , v′n−1}

E(G) ={avi : i ∈ Zn} ∪ {bv′i : i ∈ Zn}

∪ {viv′i : i ∈ Zn} ∪ {viv′i+1 : i ∈ Zn},

trong đó chỉ số được tính modulo n. Có chính xác 2n đường đi ngắn nhất từ a đến b

của G, cụ thể là tập hợp {aviv′ib, aviv′i+1b : i = 0, . . . , n− 1}. Dễ dàng kiểm tra rằng

đồ thị đường đi ngắn nhất S(G, a, b) = C2n.

Định lý 3.2.2. Nếu một đồ thị đường đi ngắn nhất H có một đồ thị cảm sinh Claw

K1,3, thì H phải có một chu trình 4 chứa hai cạnh của đồ thị cảm sinh Claw đó. Đặc

biệt, K1,3 không phải là một đồ thị đường đi ngắn nhất.

Chứng minh: Giả sử H là một đồ thị đường đi ngắn nhất có chứa một đồ thị

cảm sinh Claw với các đỉnh U0, U1, U2, U3, sao cho U0 kề với U1, U2, và U3.

• Gọi ij là chỉ số khác nhau của U0Uj với j ∈ {1, 2, 3}. Vì đồ thị Claw này là cảm

sinh, nên các chỉ số phải khác nhau.

• Giả sử rằng không có ba đỉnh nào của đồ thị Claw này thuộc về một chu trình

cảm sinh 4 đỉnh. Theo mệnh đề 3.2.1, vì U0, U1, U2 không thuộc về một chu

trình 4 cảm sinh, suy ra i2 = i1 ± 1.

• Không mất tính tổng quát, giả sử i2 = i1 + 1. Tương tự, vì U0, U1, U3 không

thuộc về một chu trình 4 cảm sinh, ta có i3 = i1±1. Vì các chỉ số ij khác nhau,

nó phải là i3 = i1 − 1.

Theo mệnh đề 3.2.1, suy ra rằng U0, U2, U3 nằm trong một chu trình 4 cảm sinh

trong S(G, a, b).

Một hệ quả trực tiếp của định lý 3.2.2 là nhận xét sau đây.

Nhận xét 3.2.1. Nếu H vừa là một cây vừa là một đồ thị đường đi ngắn nhất thì H

là một đường đi.
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Tiếp theo, chúng ta sẽ thiết lập một đặc trưng khi Ck có thể là một đồ thị con

cảm sinh của một số đồ thị đường đi ngắn nhất.

Định lý 3.2.3. Ck là đồ thị con cảm sinh của một đồ thị đường đi ngắn nhất nào đó

khi và chỉ khi k 6= 5.

Chứng minh: Giả sử ngược lại rằng S(G, a, b) chứa một chu trình cảm sinh C5,

gọi là Ũ = (U1, U2, U3, U4, U5).

Xét các chỉ số khác nhau dọc theo các cạnh của chu trình này. Mỗi chỉ số khác

nhau xuất hiện ít nhất hai lần để quay trở lại đường đi ngắn nhất ban đầu. Do đó,

một chu trình 5 chỉ có thể sử dụng tối đa 2 chỉ số khác nhau.

Hơn nữa, nếu một chỉ số khác nhau xuất hiện hai lần liên tiếp, giả sử cho U1U2

và U2U3, thì cạnh U1U3 cũng nằm trong S(G, a, b). Vì vậy, C5 không phải là một đồ

thị con cảm sinh của một đồ thị đường đi ngắn nhất.

Để kết thúc phần chứng minh, chúng ta cho thấy rằng với bất kỳ k 6= 5, Ck là

một đồ thị con cảm sinh của một số đồ thị đường đi ngắn nhất. Trong đinh lý 3.2.1,

chúng ta đã thấy rằng Ck là một đồ thị đường đi ngắn nhất khi k = 3 hoặc khi k là

số chẵn. Do đó, chúng ta chỉ cần xem xét k lẻ lớn hơn 6.

Giả sử rằng k = 2p+ 1 và gọi G2p+1 là một đồ thị với:

V (G2p+1) ={a, b, v1, v2, . . . , vp, v′1, v′2, . . . , v′p, v′′1}

E(G2p+1) ={av1, av′1, bvp, bv′p, av′′1 , v′′1v′2, v′′1v2}

∪ {vivi+1, v
′
iv
′
i+1, viv

′
i+1, v

′
ivi+1 : i ∈ {1, 2, . . . , p− 1}}

Khi đó, các đường đi sau đây củaG2p+1 tạo ra một C2p+1 cảm sinh trong S(G2p+1, a, b):
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av1v2v3 · · · vpb,

av′1v2v3 · · · vpb,

av′1v
′
2v3 · · · vpb,

· · · ,

av′1v
′
2v
′
3 · · · v′pb,

av′′1v
′
2v
′
3 · · · v′pb,

av′′1v2v
′
3 · · · v′pb,

av′′1v2v3v
′
4 · · · v′pb,

· · · ,

av′′1v2v3 · · · vp−1v′pb,

av1v2v3 · · · vp−1v′pb

Định lý 3.2.4. Giả sử H là một đồ thị với chu vi girth(H) ≥ 5. Khi đó, H là một đồ

thị đường đi ngắn nhất khi và chỉ khi mỗi thành phần không tầm thường (nontrivial

component) của H là một đường đi hoặc một chu trình có độ dài chẵn lớn hơn 5.

Chứng minh: Nếu girth(H) ≥ 5, theo định lý 3.2.2 không có đỉnh U ∈ V (H) có

bậc dH(U) ≥ 3. Do đó, mỗi đỉnh trong H phải có bậc 0, 1 hoặc 2. Từ đó, suy ra rằng

mỗi thành phần không tầm thường của H là một đường đi hoặc chu trình. Theo bổ

đề 3.2.1, một chu trình lẻ bất kỳ đều buộc phải chứa một C4 cảm sinh. Do đó, tất cả

các chu trình này phải có độ dài chẵn.

Theo bổ đề 2.2.1, một đường đi có thể có bất kỳ độ dài nào. Trong định lý 3.2.1,

đã được chỉ ra cách xây dựng một đồ thị đường đi ngắn nhất là một chu trình có độ

dài chẵn. Cuối cùng, theo định lý 3.1.1, hợp của bất kỳ tập hợp nào của các đồ thị

đường đi ngắn nhất cũng lại là một đồ thị đường đi ngắn nhất.

Và bây giờ, có thể nói các đồ thị đường đi ngắn nhất có chu vi 5 trở lên đã được

mô tả một cách hoàn chỉnh. Bước tiếp theo, chúng ta sẽ hướng tới việc mô tả các

đặc trưng của đồ thị đường đi ngắn nhất có chu vi 4. Sự xuất hiện phổ biến của các

tích Descartes trong các đồ thị đường đi ngắn nhất thường chỉ ra rằng các chu trình
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4 đỉnh (4-cycle) sẽ đóng vai trò quan trọng và thách thức trong việc nghiên cứu các

đồ thị này. Chúng tôi bắt đầu nghiên cứu bằng cách mô tả các đồ thị đường đi ngắn

nhất của biểu đồ lưới, mà cuối cùng được biết đến là các ví dụ có cấu trúc đẹp và dễ

hiểu của các đồ thị đường đi ngắn nhất có chu vi bốn.

3.3. Đường đi ngắn nhất trong đồ thị lưới

Một đồ thị lưới m-chiều là tích Descartes của m đường đi, Pn1� · · ·�Pnm . Chúng

ta ký hiệu các đỉnh của Pn1� · · ·�Pnm với hệ tọa độ Descartes thông thường trên

lưới m-chiều, vì vậy tập hợp các đỉnh được cho bởi:

V (Pn1� · · ·�Pnm) = {(x1, x2, . . . , xm) : xi ∈ Z, 0 ≤ x1 ≤ n1, . . . , 0 ≤ xm ≤ nm}.

Trong phần tiếp theo, chúng ta xem xét các đoạn geodesic giữa hai đỉnh đường

kính (diametric vertices) của một đồ thị lưới, tức là các đường đi ngắn nhất giữa gốc

và đỉnh (n1, . . . , nm). Bởi vì hai đỉnh này luôn luôn là các đỉnh được xem xét cho các

đồ thị lưới, chúng ta sẽ ký hiệu đồ thị đường đi ngắn nhất của Pn1� · · ·�Pnm theo

cách đơn giản là S(Pn1� · · ·�Pnm). Một đồ thị lưới hai chiều và các đỉnh đường kính

được xem xét được hiển thị trong hình 3.3.

Để thuận tiện trong ký hiệu, chúng ta sẽ xem xét các đường đi ngắn nhất trong

Pn1� · · ·�Pnm như là một chuỗi các bước di chuyển qua lưới theo cách sau đây. Đối

với 1 ≤ i ≤ m, gọi ei là vectơ cơ sở thứ i trong Rm. Một bước di chuyển từ một đỉnh

(x1, . . . , xi, . . . , xm) ∈ V (Pn1� · · ·�Pnm) theo hướng ei có nghĩa là đỉnh tiếp theo trên

đường đi là (x1, . . . , xi + 1, . . . , xm).

Hình 3.3: Pn1�Pn2
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Lưu ý rằng một đường đi ngắn nhất trong Pn1� · · ·�Pnm từ (0, . . . , 0) đến (n1, . . . , nm)

bao gồm chính xác N =
∑m

i=1 ni bước di chuyển, trong đó ni trong số đó di chuyển

theo hướng ei. Hơn nữa, quan sát rằng bất kỳ chuỗi m-ary có độ dài N trong đó

ký tự i xuất hiện chính xác ni lần tương ứng với một đường đi ngắn nhất trong

Pn1� · · ·�Pnm và có
(
∑m

i=1 ni)!

n1!···nm!
đường đi như vậy. Cụ thể, một đường đi U sẽ được ký

hiệu bằng chuỗi m-ary Ũ = s1 . . . sN ∈ ZN
m, trong đó sj = i ∈ 1, . . . ,m nếu bước di

chuyển thứ j trong U là theo hướng ei. Theo cách này, ký hiệu 1 tương ứng với một

bước di chuyển theo hướng e1, 2 tương ứng với một bước di chuyển theo hướng e2,

v.v. Chúng tôi sẽ gọi Ũ là biểu diễn chuỗi của U và sử dụng Bn1, . . . , nm ⊂ ZN
m để ký

hiệu tập hợp tất cả các chuỗi với mỗi i xuất hiện chính xác ni lần.

Hai đường đi ngắn nhất trong S(Pn1� . . .�Pnm) là kề nhau nếu và chỉ nếu chúng

khác nhau đúng một đỉnh, tức là nếu một đường đi có thể được thu được từ đường

đi khác bằng cách hoán đổi một cặp gồm hai đường đi liên tiếp theo các hướng khác

nhau (xem hình 3.4). Do đó, nếu U và W là hai đường đi ngắn nhất, thì U ∼ W nếu

và chỉ nếu các biểu diễn dãy của chúng trong Bn1,...,nm lần lượt là Ũ và W̃ , có dạng

Ũ = s1 . . . sisi+1 . . . sN và W̃ = s1 . . . si+1si . . . sN trong đó si 6= si+1. Từ đó suy ra

rằng, UW ∈ E(S(Pn1� . . .�Pnm)) nếu và chỉ nếu hai dãy Ũ và W̃ trong Bn1,...,nm có

thể được thu được từ nhau bằng cách hoán đổi hai ký hiệu liên tiếp khác nhau.

Hình 3.4: Các đường đi liền kề (Adjacent paths) trong Pn1�Pn2

Kết quả chính của phần này là S(Pn1� . . .�Pnm) đẳng cấu với một đồ thị con

cảm sinh của đồ thị lưới số nguyên ZM , trong đó M =
∑m

i=2(i − 1) · ni. Để chứng

minh kết quả này, chúng ta xác định một ánh xạ từ Bn1,...,nm ⊂ ZN
m đến các tọa độ

trong ZM .
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Định lý 3.3.1. Đồ thị đường đi ngắn nhất của Pn1� . . .�Pnm đẳng cấu với một đồ

thị con cảm sinh của đồ thị lưới số nguyên ZM , trong đó M =
∑m

i=2(i− 1) · ni.

Chứng minh: Xem xét đồ thị lưới m chiều Pn1� · · ·�Pnm , với Bn1,...,nm ⊂ ZN
m

là tập hợp tất cả các dãy m-ary tương ứng với các đường đi ngắn nhất của nó. Định

nghĩa một ánh xạ φ : Bn1,...,nm → ZM . Đối với một dãy Ũ ∈ Bn1,...,nm , đặt

φ(Ũ) :=(a121, . . . , a12n2 ,

a131, . . . , a13n3 , a231, . . . , a23n3 ,

. . . ,

a1m1, . . . , a1mnm , a2m1, . . . , a2mnm , . . . , a(m−1)m1, . . . , a(m−1)mnm),

trong đó aijk là số lượng i theo sau j thứ k trong Ũ . Ví dụ, nếu Ũ = 32121231 ∈

B3,3,2, thì φ(Ũ) = (3, 2, 1, 3, 1, 3, 0). Ngoài ra, φ ánh xạ chuỗi 1 · · · 12 · · · 2 · · ·m · · ·m

vào gốc tọa độ. Do đó, φ ánh xạ Bn1,...,nm vào một tập hợp các vector (aijk) ∈ ZM

sao cho 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i < j, và 1 ≤ k ≤ nj, theo thứ tự đã chỉ định. Lưu ý rằng

đối với tất cả các i, j, k, aijk ≤ ni vì có tối đa ni i theo sau một j, và aijk ≥ aij(k+1)

vì ít nhất có bằng số lượng i xuất hiện sau j thứ k so với j thứ (k + 1).

Để chứng minh rằng φ là một ánh xạ đơn ánh, xem xét hai dãy khác biệt Ũ =

s1 . . . sN và W̃ = s′1 . . . s
′
N trong Bn1,...,nm , và ký hiệu ảnh của chúng dưới φ là A và

A′, tương ứng. Đặt r là chỉ số đầu tiên mà các phần tử của Ũ và W̃ khác nhau. Mà

không mất tính tổng quát, giả sử rằng sr = j > s′r = i và r là chỉ số xuất hiện thứ

k của j trong Ũ . Khi đó, xuất hiện thứ k của j trong W̃ sẽ xuất hiện sau s′r = i, vì

vậy số lượng i trong W̃ theo sau xuất hiện thứ k của j sẽ ít nhất là một ít hơn so

với dãy Ũ . Do đó, nếu aijk và a′ijk là các thành phần ijk của A và A′, tương ứng, thì

aijk > a′ijk, cho thấy φ(Ũ) 6= φ(W̃ ).

Để hoàn thành chứng minh, chúng ta cần chỉ ra rằng φ bảo toàn tính kề. Giả

sử Ũ và W̃ là các dãy kề nhau trong Bn1,...,nm . Khi đó, Ũ và W̃ có dạng Ũ =

s1 . . . srsr+1 . . . sN và W̃ = s1 . . . sr+1sr . . . sN , với sr 6= sr+1. Đặt sr+1 = j > sr = i.

Bây giờ, giả sử rằng sr+1 là xuất hiện thứ k của j trong Ũ . Khi đó, sự khác biệt duy

nhất trong các vector φ(Ũ) và φ(W̃ ) là thành phần ijk của φ(W̃ ) tăng thêm một đơn

vị, vì vậy φ(Ũ) và φ(W̃ ) là các đỉnh kề nhau trong ZM . Để thấy rằng φ−1 cũng bảo
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toàn tính kề, xem xét hai đỉnh kề nhau, A và A′, trong ảnh của φ. Đặt aijk là thành

phần ijk của A, và mà không mất tính tổng quát, giả sử rằng A′ được thu được từ

A bằng cách tăng aijk lên aijk + 1. Vì A′ thuộc ảnh của φ, nên ký hiệu trước trực

tiếp của j xuất hiện thứ k trong φ−1(A) là i. Để thấy điều này, trước hết chúng ta

nhận thấy phải có ít nhất một i đứng trước j xuất hiện thứ k. Nếu không, aijk = ni

và không thể tăng thêm. Nếu có bất kỳ biểu tượng khác nào giữa j xuất hiện thứ k

và i đứng trước nó, các thành phần khác của A phải được thay đổi để tăng aijk. Tuy

nhiên, A và A′ chỉ khác nhau đúng một thành phần. Do đó, φ−1(A′) có thể được thu

được từ φ−1(A) bằng cách hoán đổi j xuất hiện thứ k và i đứng trước nó. Do đó,

φ−1(A) và φ−1(A′) là các đỉnh kề nhau trong Bn1,...,nm .

Đồ thị đường đi ngắn nhất của một đồ thị lưới hai chiều Pn1�Pn2 dễ dàng xác

định, như được minh họa trong hệ quả sau đây. Đầu tiên, chúng ta cần một định

nghĩa bổ sung. Đồ thị cầu thang (staircase graph) Sn1,n2 là một đồ thị con cảm sinh

của đồ thị lưới trên lưới số nguyên Zn2 . Sn1,n2 có tập đỉnh V (Sn1,n2) = {(a1, . . . , an2) :

ak ∈ Z, n1 ≥ a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an2 ≥ 0} (xem hình 3.5).

Hình 3.5: Đồ thị cầu thang Sn1,2 (trái) và S3,3 (phải).

Hệ quả 3.3.1. Đồ thị đường đi ngắn nhất của Pn1�Pn2 đẳng cấu với đồ thị cầu thang

(staircase graph) Sn1,n2.

Chứng minh: Chúng ta đã thấy rằng đồ thị đường đi ngắn nhất S(Pn1�Pn2)

có thể được mô tả như một đồ thị trên tập hợp các chuỗi nhị phân Bn1,n2 . Hơn

nữa, từ chứng minh của định lý 3.3.1, ánh xạ ϕ : Bn1,n2 → Zn2 được định nghĩa bởi
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ϕ(Ũ) := (a1, a2, . . . , an2), trong đó ak là số lượng số 1 theo sau lần xuất hiện thứ k

của số 2 trong chuỗi Ũ , là đơn ánh và bảo toàn tính kề. Do đó, hệ quả này sẽ đúng

nếu chúng ta có thể chứng minh ϕ(Bn1,n2) = V (Sn1,n2).

Đặt Ũ ∈ Bn1,n2 và ϕ(Ũ) = (a1, a2, . . . , an2). Từ định nghĩa của ϕ, ta có n1 ≥ ak ≥

ak+1 ≥ 0 với mọi k ∈ {1, . . . , n2 − 1}, bởi vì số lượng số 1 theo sau lần xuất hiện thứ

k của số 2 lớn hơn hoặc bằng số lượng số 1 theo sau lần xuất hiện thứ (k+ 1) của số

2. Do đó, ϕ(Ũ) ∈ V (Sn1,n2). Ngược lại, với bất kỳ A = (a1, . . . , an2) ∈ V (Sn1,n2), đặt

Ũ là chuỗi trong Bn1,n2 có chính xác ak số 1 theo sau lần xuất hiện thứ k của số 2

với k ∈ {1, . . . , n2}. Khi đó, ϕ(Ũ) = A chứng tỏ V (Sn1,n2) ⊆ ϕ(Bn1,n2).

Chú ý 3.3.1. Định lý 3.3.1 ngụ ý rằng chiều của đồ thị lưới ZM trong đó S(Pn1� . . .�Pnm)

là một đồ thị con phụ thuộc vào thứ tự của n1, . . . , nm. Vì M =
∑m

i=2(i − 1)ni, giá

trị nhỏ nhất của M sẽ xảy ra khi n1, . . . , nm được liệt kê theo thứ tự giảm dần.

Dưới đây chính là hệ quả trực tiếp từ những thảo luận của chúng ta về đồ thị

lưới, rằng đường đi có độ dài k là đồ thị đường đi ngắn nhất của Pk�P1.

Hệ quả 3.3.2. Cho lưới G = Pk�P1, ta có S(G) ∼= Pk.

Trước đó, chúng ta đã nhận xét rằng hai đồ thị cơ sở có thể tạo ra cùng một đồ

thị đường đi ngắn nhất. Trên thực tế, thậm chí hai đồ thị rút gọn cũng có thể có cùng

một đồ thị đường đi ngắn nhất, ví dụ, các đồ thị Pk�P1 và Gk được đưa ra trong

định lý 2.2.1 có cùng một đồ thị đường đi ngắn nhất nhưng chúng không đẳng cấu

với nhau.

Một đồ thị lưới đặc biệt khác là siêu khối Qm = P1� . . .�P1. Chúng ta sẽ quan

sát trong mệnh đề 3.3.1, rằng S(Qm) đẳng cấu với đồ thị Cayley của nhóm đối xứng

Sm.

Đầu tiên, chúng ta nhắc lại một số nội dung từ lý thuyết nhóm cơ bản (elementary

group theory) và lý thuyết đồ thị đại số (algebraic graph theory). Xem [1, 12, 13] để

biết thêm chi tiết. Cho (Γ, ·) là một nhóm. Cho S là một tập sinh của Γ không chứa

phần tử đơn vị và sao cho với mỗi g ∈ S, g−1 cũng thuộc S. Đồ thị Cayley của Γ với

tập sinh S, được ký hiệu là Cay(Γ;S), là đồ thị có đỉnh là các phần tử của Γ, và có

một cạnh giữa hai đỉnh x và y nếu và chỉ nếu có một phần tử s ∈ S sao cho x · s = y.
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Nhóm đối xứng Sm là nhóm có các phần tử là các hoán vị trên tập hợp {1, 2, . . . ,m}.

Một phần tử của Sm là một ánh xạ từ tập hợp {1, 2, . . . ,m} vào chính nó. Ký hiệu

bởi s1s2 . . . sm, hoán vị σ được xác định bởi σ(i) = si, với 1 ≤ i ≤ m. Phép toán

nhóm trong Sm là sự kết hợp của các hoán vị được xác định bởi (στ)(j) = σ(τ(j)),

cho σ, τ ∈ Sm, 1 ≤ j ≤ m.

Một hoán vị chuyển vị liền kề là một hoán vị τi sao cho τi(i) = i+ 1, τi(i+ 1) = i,

và τi(k) = k đối với k /∈ {i, i+ 1}. Mỗi hoán vị có thể được biểu diễn như sự kết hợp

của một số hữu hạn hoán vị chuyển vị liền kề. Vì vậy, tập hợp các hoán vị chuyển

vị liền kề, T , sinh ra Sm. Chúng ta cũng lưu ý rằng mỗi hoán vị chuyển vị liền kề là

phần tử nghịch đảo của chính nó. Do đó, chúng ta có thể định nghĩa đồ thị Cayley

của Sm với tập sinh T , ký hiệu là Cay(Sm;T ).

Để hiểu sâu hơn về cấu trúc của Cay(Sm;T ), ta xem xét kết quả của việc kết hợp

một phần tử σ ∈ Sm với một hoán vị chuyển vị liền kề. Giả sử σ = s1s2 . . . sm và

1 ≤ i ≤ m− 1. Khi đó, với k /∈ {i, i+ 1}

στi(i) = σ(i+ 1), στi(i+ 1) = σ(i), στi(k) = σ(k)

hoặc đơn giản là

στi = s1s2 . . . si+1jisi+2 . . . sm.

Do đó, kết quả của việc kết hợp στi là hoán đổi hai phần tử liền kề si và si+1 trong

σ. Ta có thể kết luận rằng lân cận của một đỉnh σ trong Cay(Sm;T ) là tập hợp của

tất cả (m - 1) hoán vị trên {1, . . . ,m} thu được từ σ bằng cách hoán đổi hai phần tử

liền kề.

Bây giờ hãy xem xét siêu khối Qm = P1� . . .�P1. Các đỉnh của P1� . . .�P1 tương

ứng với tất cả các chuỗi nhị phân có độ dài m. Một đường đi ngắn nhất trong Qm

là một chuỗi gồm đúng một bước theo mỗi hướng. Trong định lý 3.3.1, chúng ta đã

đề cập đến sự tương quan giữa các đường chéo của Pn1� . . .�Pnm và tập hợp các

chuỗi bước Bn1,...,nm . Đối với Qm, đây là một ánh xạ song ánh giữa các đường chéo

trong P1� . . .�P1 và các chuỗi trong B1,...,1. Vì trong mỗi đường chéo, một tọa độ

đỉnh thay đổi đúng một lần, B1,...,1 trùng khớp với tập các hoán vị trên {1, 2, . . . ,m}.

Biểu diễn chuỗi của U được ký hiệu là Ũ = s1s2 . . . sm, trong đó mỗi phần tử của

{1, . . . ,m} xuất hiện chính xác một lần. Hãy nhớ rằng chúng ta đã xác định hai chuỗi
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trong B1,...,1 là kề nhau nếu và chỉ nếu một có thể được thu được từ cái khác bằng

cách hoán đổi hai ký tự liền kề (khác nhau). Điều này tương đương với hai hoán vị

kề nhau nếu và chỉ nếu một có thể được thu được từ cái khác bằng cách sử dụng

một hoán vị chuyển vị liền kề. Do đó, tập B1,...,1 cùng với mối quan hệ kề nhau tương

đương với Cay(Sm;T ). Do đó, chúng ta quan sát được:

Mệnh đề 3.3.1. Cho Sm là nhóm đối xứng, T là tập hợp các hoán vị chuyển vị liền

kề, và a và b là các đỉnh đường kính trên Qm. Khi đó S(Qm, a, b) ∼= Cay(Sm;T ).

Mặc dù hàm ϕ (đề cập trong phần chứng minh của định lý 3.3.1) là không cần

thiết trong mệnh đề 3.3.1, nhưng hàm đó có một diễn giải thú vị trong trường hợp

của Qm. Ở đây, miền của ϕ là B1,...,1, tương đương với Sm, tập hợp các hoán vị của

{1, 2, . . . ,m}. Bây giờ, ta quay lại định nghĩa của ϕ trong phần chứng minh định lý

3.3.1, và sử dụng ký hiệu được giới thiệu ở đó, hình ảnh của ϕ là một chuỗi các phần

tử aijk, trong đó 1 ≤ i < j ≤ m và 1 ≤ k ≤ nj. Trong trường hợp của Qm, nj = 1 cho

mỗi j. Do đó, đối với một chuỗi Ũ ∈ B1,...,1, tương ứng với một hoán vị s1s2 . . . sm,

việc rút gọn ký hiệu của chúng ta thành

ϕ(Ũ) := (a12, a13, a23, . . . , a1m, a2m, . . . , a(m−1)m),

trong đó aij bằng số lượng i đi sau j trong Ũ . Từ định lý 3.3.1, độ dài của chuỗi ϕ(Ũ)

là

M =
m∑
i=2

(i− 1)ni =
m∑
i=1

(i− 1) =

(
m

2

)
.

Vì mỗi phần tử trong {1, 2, . . . ,m} xuất hiện chính xác một lần trong hoán vị

s1s2 . . . sm, chúng ta có rằng với mọi cặp i, j với 1 ≤ i < j ≤ m,

aij =

0 nếu i xuất hiện trước j

1 nếu i xuất hiện sau j.

Trong trường hợp của Qm, người ta có thể diễn giải ϕ(Ũ) như tập cạnh của một đồ thị

hướng hoàn chỉnh trên m đỉnh như sau. Đối với mỗi cặp đỉnh i, j với 1 ≤ i < j ≤ m,

cạnh ij được hướng từ i đến j nếu aij = 0, và từ j đến i nếu aij = 1. Một đồ thị

hướng hoàn chỉnh có tính chất chuyển tiếp như vậy được gọi là một giải đấu chuyển

tiếp (a transitive tournament). Chúng ta kết luận rằng đối với siêu khối Qm, hình

ảnh của ϕ tương ứng chính xác với tập hợp m! giải đấu chuyển tiếp .
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KẾT LUẬN

Trong bài khóa luận này, chúng tôi đã tập trung vào việc nghiên cứu cấu trúc của

các đồ thị đường đi ngắn nhất. Chúng tôi đã tìm hiểu về khái niệm tái cấu hình và

những thách thức đặc biệt liên quan đến việc tái cấu hình các đường đi ngắn nhất

trong một đồ thị. Mặc dù việc tìm kiếm một đường đi ngắn nhất có độ phức tạp

tính toán là đa thức, nhưng vấn đề cấu hình lại các đường đi này lại có độ phức tạp

PSPACE-complete, đã đặt ra nhiều thách thức và cơ hội nghiên cứu. Các đóng góp

chính của bài khóa luận bao gồm:

• Khám phá cấu trúc đồ thị đường đi ngắn nhất: Làm rõ đặc điểm và tính chất

của các đồ thị đường đi ngắn nhất, đặc biệt là sự xuất hiện của các chu trình

4 đỉnh.

• Tính đóng dưới phép hợp rời rạc và tích DesCartes: Chứng minh rằng tập hợp

các đồ thị đường đi ngắn nhất đóng dưới các phép toán này.

• Kết quả phân rã và chu vi đồ thị: Xác định rằng đồ thị đường đi ngắn nhất có

chu vi từ 5 trở lên thường có cấu trúc đơn giản.

• Khám phá đồ thị có chu vi nhỏ hơn 5: Chứng minh rằng đồ thị đường đi ngắn

nhất của đồ thị lưới là đồ thị con cảm sinh của mạng lưới, cho thấy sự phức

tạp và đa dạng trong cấu trúc.

Những đóng góp này không chỉ giúp hiểu rõ hơn về cấu trúc của các đồ thị đường đi

ngắn nhất mà còn mở ra những hướng nghiên cứu mới và hấp dẫn trong lĩnh vực lý

thuyết đồ thị và các ứng dụng của nó.
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