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LOI CAM ON

Trude khi trinh bay noi dung chinh ctia khéa luan, em xin bay té long biét on
sau sic t6i Tién sy Hoang Anh Diic ngusi da tan tinh huéng dan dé em c6 thé hoan
thanh khoéa luan nay.

Em ciing xin bay té long biét on chan thanh t6i toan thé cac thay co gido trong
khoa Toan - Co - Tin hoc, Dai hoc Khoa Hoc Tyt Nhién, Dai Hoc Qudc Gia Ha Noi
da day bdo em tan tinh trong sudt qua trinh hoc tap tai khoa.

Nhéan dip nay em ciing xin duge gii 161 cam on chan thanh t6i gia dinh, ban be
da luoén bén em, co vii, dong vién, gitp dé em trong sudt qua trinh hoc tap va thuc

hien khoéa luan t6t nghiep.

Ha Noi, ngay 20 thang 05 nam 2024

Sinh vién

Pao Xuan Thang
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LOI MG DAU

Trong ly thuyét do thi va cic ting dung thuc té clia né, viéc tim kiém cac duong di
ngan nhat gitta cac dinh 13 mot van dé co ban va quan trong. Tuy nhién, mot van dé
bat ky déu c6 thé duge giai quyét bang nhiéu cach khac nhau. Didu nay dat ra mot
cau hoi thi vi vé tai cau hinh: Liéu c6 thé bién doi mot dusng di ngin nhat thanh
mot duong di ngan nhat khac thong qua mot loat cac bude trung gian, trong dé moi
budc ciing 1a mot duong di ngan nhat hop le?

TAi cau hinh 14 mot linh vitc nghién cttu dang ngay cang tré nén soi dong va ¢
nhiéu ing dung trong nhiéu linh viyc khac nhau. Van deé tai cAu hinh lién quan dén
viec bién doi tit mot 161 giai kha thi nay sang mot 15i giai kha thi khac thong qua
cac bude tuan ti, sao cho mdi bude trung gian déu duy tri duge tinh kha thi. Vi du,
trong bai toan t6 mau dinh ciia dd thi, cau héi tai cdu hinh c6 thé 1a lieu c6 thé bién
doi mot cach t6 mau ding thanh mot cach t6 mau ding khéac bang cach thay doi
mau ciia ting dinh mot lan, ma van gitt cho mdi bude 1a mot cach to mau dang,.

Céc bai toan tai cau hinh c6 thé duge nghién citu thong qua do thi tai cAu hinh,
trong d6 cac dinh dai dién cho cac 1i gidi kha thi vi céc canh biéu thi kha nang
chuyéen doi truc tiép gitta cac 16i giai nay. Tai cAu hinh da dugc nghién citu trong
nhicu bdi canh khac nhau, bao gom t6 mau dinh (vertex coloring) [3,5-8], tap doc
lap (independent sets) [15,/16,/18], ghép cdp (matchings) [16], co s6 matroid (matroid
bases) [16], ... Va bai nghién citu nay tap trung vao viéc cdu hinh lai cac duong di
ngan nhat trong do thi.

Mot cau héi co ban trong tai cAu hinh la xac dinh do phiic tap ciia viec kiém tra
xem hai 18i giai kha thi c6 thé duge chuyén ddi tit cai nay sang cai khac hay khong.
Nhu chiing ta da biét, viec tim duong di ngan nhat trong mot do thi 1a mot bai toan
c6 do phric tap tinh toan 1a da thitc (polynomial), nhung khi ta md rong van dé nay
sang cau hinh lai (bién ddi tit duong di ngin nhét nay sang dudng di ngén nhat khéc),
do phric tap lai tdng lén rat nhiéu, tré thanh PSPACE-complete [18]. Diéu nay tao
ra mot sy khac biet dang chii ¥ va dat ra nhiéu thach thitc nghién ctu.

Véi bdi canh nay, trong bai bdo cdo nay, ching toi sé tap trung vao cau tric clia

cac do thi duong di ngdn nhat thay vi tim hiéu, phat trién thém céc thuat toan. Muc



tieu chinh ctia ching toi 1a hiéu nhitng do thi ndo c¢é thé xuat hien nhu cac do thi
duong di ngdn nhat.

B cuc ciia khéa luan bao gom 3 chuong:
e Chuong 1 trinh bay mot s6 dinh nghia, cac kién thitc lien quan dén khoa luan.

e Chuong 2 ctia khéa luan sé bat dau viéc tim hiéu do thi duong di ngan nhat 13

gl, va dua ra mot sd quan sat quan trong.
e Chuong 3 sé lan lugt trinh bay cac noi dung chinh ctia bai khoa luan:

+ Phan 3.1, chting t6i chting minh ring tap hop cic do thi duong di ngan
nhat déng duéi phép hop roi rac va phép tich Cartesian, va két qua phan

ra, cho thay chu trinh 4 dinh thuong xuat hién trong cac do thi nay.

+ Phan 3.2 cung cap mot dic trung don gidn vé cac do thi duong di ngan
nhat c¢6 chu vi 5 hoic 16n hon, dong thoi xac dinh ring cay chi c6 thé la

do6 thi duong di ngan nhat néu né 1a mot duong di.

+ Phan 3.3 sé kham pha cac do thi ¢6 chu vi nhé hon 5, chiing minh réng
do thi duong di ngan nhat ctia do thi luéi 1a mot do thi con cam sinh ciia
mang 1udi, va dic biet, do thi dudng di ngan nhat ctia hypercube Q,, véi

hai dinh d6i xting 13 mot do thi Cayley trén nhom doi xing S,,.

Ching t6i hy vong ring nghién citu nay sé khong chi dong gép vao hiéu biét 1y
thuyét vé biéu do tai cau hinh ctia duong di ngdn nhat ma con mé ra nhitng huéng
nghién cttu mdi va ting dung thuc tién trong céc linh vuc lién quan. Xin chan thanh

cam on!

Ha Not, ngay 20 thang 05 nam 2024

Sinh vién

Pao Xuan Thing



Chuong 1
Mot sé kién thitc lién quan

Trong chuong nay va cac chuong sau, ching ta chi xét cac do thi don gian G, véi

tap dinh V(@) va tap canh E(G). Khi hai dinh z, y lién ké nhau, ta ky hieu 1a z ~ y.

1.1. Kién thic co ban trong do thi

1.1.1. Thuat ngit dé thi (Graph terminology)

Do thi bao gom céac dinh (nodes) va canh (edges). Ta quy udc, bién n ky hi¢u cho
s6 luong dinh trong do6 thi, va bién m ky hiéu cho s6 lugng canh. Cac dinh duge danh
s6 bang cac s6 nguyen (1, 2, ..., n), hodic ky hiéu theo bang chit cai alphabet (A, B,
o 7).

Duong di (path) dan tir dinh a dén dinh b di qua céc canh ctia d6 thi. Chiéu dai
cia duong di 1a s6 luong canh chita trong né. Vi dy, do thi dudi day chita mot duong

dil— 3 — 4 — 5 c6 chiéu dai 1a 3 tit dinh 1 dén dinh 5.

Hinh 1.1: D6 thi co ban



Duong di duge goi 1a chu trinh (cycle) néu dinh dau va dinh cudi 1a giéng nhau.
Vi dy, do thi trén chita mot chu trinh 1 — 3 — 4 — 1. Mot duong di 1a duong di

don (simple) néu méi dinh xuat hién nhiéu nhat 1 lan trong duong di.

1.1.2. Dudng di ngin nhat

Trong muc nay, ta sé tim hiéu bai toan duong di ngdn nhét trong do thi. Trude

hét, ta can quy wdc mot sd khai niem:

Dinh nghia 1.1.1. Mot mang ludi (hay do thi cé trong s6) la mot do thi G = (V, E)

va mot ham ¢ - E — R

Cho mang luéi (G, ¢), ta xac dinh trong s6 ctia do thi con H C G béi cong thiic

Sau

S(H) = Y ¢le). (1.1.1)

ccE(H)
Véi hai dinh u,v € V bat ky, ta quan tam dén viéc tim duong di tit v dén v v6i
trong s6 nhé nhét co theé. o) day, ta sé gidi han trong cac mang ludi véi trong s6 clia
cac canh déu duong. Bén canh d6, ta ciing md rong ham ¢ trén tat cac ciap dinh bang

cach gén cho ¢((u,v)) = oo néu (u,v) ¢ E.

Dinh nghia 1.1.2. Cho mang ludi (G, $). Khodng cich giita hai diém u,v € V(G)
duoc zac dinh bdi
d(u,v) = dg(u,v) = min{o(P)} (1.1.2)

trong dé P la mot duong di tic v dén v.
Puong di dé dat dugc gid tri nhd nhat nay dude goi la duong di ngan nhat gida 2

dinh u va v.

Dé thuan tién hon cho viéc nghién citu khoa luan, ta sé giéi han cac mang luéi
chinh 1& céc do thi v6i trong s6 cdc canh déu bang 1 (hay con duge xem la do thi
khong c6 trong s6). Do do thi khong cé trong s6, ching ta c6 thé hiéu rang: Duong
di ngin nhat la dudng di giita hai dinh trong do thi ma c6 it bude di chuyén nhat,

tiic 1a di qua it canh nhat.



1.1.3. Hgp, tich Descartes gitta hai do thi
Dinh nghia 1.1.3. Hop cta hai do thi (G, UG3)

o Néu Gy va Gy la hai do thi, thi G, U Gy dugc dinh nghia la do thi cé tap dinh
la V(Gh) UV(Gy) va tap canh la E(Gy) U E(Gs).

o KhiV(Gy)NV(Gq) =0 (tic la hai do thi khong cé dinh chung), ta néi rang Gy

va Go la roi rac (disjoint), va goi G1 U Gy la hop rdi rac cia Gy va Gs.

Dinh nghia 1.1.4. Tich Descartes ciia hai do thi (Gi0Gs)
Véi hai do thi G va G, tich Descartes GiOGs la mot do thi vdi tap dinh la
V(G1) x V(G3) (tap cic cap (u1,us) vdiuy € V(Gy) va us € V(Gy)).

Tap canh cia GiOG; bao gom cic cip (uy, us)(vy,ve) sao cho:
® Uy = vy VA Uy ~ Vo (nghia la uy va vy ké nhau trong Gs), hodc

® Uy = vy VA uy ~ vy (nghia la uy va vy ké nhau trong Gy ).

1.1.4. D6 thi day da, do thi Ky,
Do thi day dua K,:

e DO thi day du K,, 1a mot do thi trong dé6 mdi ciap dinh déu dude ndi véi nhau

bdi mot canh. Diéu nay c6 nghia la c6 mot canh gitta moi cap dinh.
D6 thi K 9’

e Do thi K, la mot do6 thi ludng phan day du véi hai phan V; va Vs, trong dé

phan V; ¢6 2 dinh va phan V5 c¢6 n dinh.

e Cac dinh trong V; déu dugc ndi véi tat ca cac dinh trong V3, nhung khong co

canh nao néi gitta cac dinh trong ciing mot phan V; hosc Vs.



1.2. Mot s6 dinh nghia khac

1.2.1. D6 thi Claw

Dinh nghia: Do thi Claw, ky hiéu la K 3, 1a mot do thi gom mot dinh trung tam
va ba dinh 14, trong d6 dinh trung tam duge két ndi véi mdi dinh 14 béi mot canh,
va khong c¢6 canh nao gitta cac dinh la.

Do thi Claw ¢6 thé dugce bieu dién nhu sau:

1.2.2. Do thi Cayley

Dinh nghia: Cho (I, -) la mot nhom. Gia st S 1a mot tap sinh cia I' khong chia

phan tit don vi va sao cho v6i mdi phan tit g € S, thi phan ti nghich ddo ¢! cfing

thuoc S.
Do thi Cayley ctia T’ v6i tap sinh S, ky hi¢u 1a Cay(T; S), 1a do thi co:

e Dinh: Cac dinh la cac phan ti ctia I

e Canh: C6 mot canh noi gitta hai dinh x v& y khi va chi khi o - s = y v6i mot

phan tit s € S.

1.2.3. Siéu khéi n chiéu (A hypercube of dimension n)

Dinh nghia: Mot siéu khdi c6 chiéu n, ky hieu 1a Q,,, 14 do thi dudce tao thanh

bang cach:



e Gan nhan cho méi dinh bang mot day nhi phan c6 do dai n, tao thanh 2" dinh.

e No6i hai dinh bang mot canh néu va chi néu day nhi phan ctia chiing khac nhau

chinh xac mot vi tri.

Vi du: Ching ta xét dén mot sieu khoi v6i s6 chiéu 1a 3, ky hieu 1a Q3, 1a do thi

vl

e 8 dinh, méi dinh duge gan nhin bang mot day nhi phan c6 do dai 3: 000, 001,

010, 011, 100, 101, 110, 111.

e Cac canh n6i hai dinh néu day nhi phan ctia chtiing khac nhau chinh xac mot

vi tri.

010

011

111

110

000

001

Trong biéu do tren:

101

100

e Cac dinh 1a cic s6 nhi phan 3-bit: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

e Cac canh ndi giita cac dinh dai dién cho viéc ching chi khac nhau ding mot

bit.

Vi du:

e Dinh 000 va 001 dugc ndi véi nhau vi chiing khac nhau & bit cudi cling.

e Dinh 000 va 010 dugc ndi véi nhau vi chiing khac nhau & bit thit hai.

e Dinh 000 v& 100 dugc ndi véi nhau vi ching khac nhau & bit dau tien.



Chuong 2

D& thi dudng di ngin nhét

2.1. Dinh nghia

2.1.1. Do thi dudng di ngan nhat
Dinh nghia 2.1.1. Cho G la do thi c6 cdc dinh a va b phan biét.

e Do thi duong di ngdn nhat cia G doi vdi a va b la do thi S(G,a,b) trong dé

moi dinh U tuong 1ing vdi mot duong di ngdn nhat trong G gitta a va b

o Hai dinh U,W € V(S(G,a,b)) dugc zem la lien ké khi va chi khi cdc duong di

tuong ing cua ching ¢ trong G khdac nhau ¢ ding mot dinh.

Néu cac duong di cia G tuong ting v6i hai dinh lién ke U, W trong S(G, a,b) 1a
avy - - Vim0V - - - Vpb VA aUy - - - 0;_1 VU4 - - - b, ta nél U va W khac nhau 6 chi sO
thit 7, hay i 1a chi s6 sai phan ctia canh UW. Cé thé xem xét mot s6 vi du trong hinh
2111

Ltic nay, do thi G 1a do thi co s6 ctia S(G, a,b). Va ching ta néi rang do thi H 1a
do thi duong di ngdn nhat, néu ton tai do thi G véi a,b € V(G) sao cho S(G, a,b)
dang cau voi H, ky hieu 1a S(G,a,b) = H.

Dé tranh nham lan gitta cac dinh trong G va cac dinh trong S(G, a, b), trong subt
bai viét nay, ching t6i sé sit dung chi thudng (a, b, c, ...) dé bicu thi cac dinh trong

dd thi co s6 va chit in hoa (A, B, C, ...) dé biéu thi cic dinh trong S(G,a,b).
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S(Gaalabl) S(G,G2,b2)

Ol 02 S(G,CZ4, b2>
D, Dy
C, Cs /\/
D, Ds

Hinh 2.1: Biéu do co sé G v6i mot sb6 biéu do duong di ngin nhéat.

2.1.2. Do thi rit gon (reduced graph)

C6 thé d& dang nhan thay rang c6 nhiéu do thi co s G khac nhau nhung lai c6
cting mot do thi duong di ngan nhat S(G, a,b).

Vi dy, néu e € E(G) nhung khong nam trén bat ky duong di ngan nhat nao gitta
a va b, thi S(G,a,b) = S(G \ e,a,b) (d6 thi dugc tao ra tit G bang cach loai bo canh
e).

Dinh nghia: D6 thi rat gon (G, a,b) duge dinh nghia la do thi duge tao ra tit G

bang cach:

e Loai bd bat ky canh hosic dinh ndo khong nam trén bat ky duong di ngan nhat
nao gitta a va b.
e Co lai bat k¥ canh nao xuat hién trong tat cd cac duong di ngan nhat gitta a

va b (nghia 13, gop hai dinh ma canh nay ndi lai thanh mot dinh duy nhat).

2.2. Mot s6 quan sat chung

Trong phan nay, ching t6i sé tra 10i mot s6 cau hoi ty nhien vé viec cac 16p do

thi nao c6 thé 1a do thi dudng di ngdn nhat. Ching t6i dé dang nhan thay ring do

11



thi rdng 1a mot do thi duong di ngan nhat. Ching toi cling sé chiing minh rang cac

do6 thi duong di va do thi day du déu la cac do thi duong di ngan nhat.

Meénh deé 2.2.1. Gid st G la mot do thi duge tao thanh bing cdach noit duong di co
do dai bang nhau lon hon 2, moi duong di ¢6 chung hai dinh dau la a va b, va tat cd
cac dinh bén trong ciia cic duong di nay déu khac nhau.

Khi dé S(G,a,b) = K,.

Trude khi tim cac do thi duong di ngan nhat c6 cac canh, ching t6i dua ra nhan

xét don gian sau day, sé duge st dung xuyén sudt trong bai bao cao nay.

Nhan xét 2.2.1. Gid st H la mot do thi duong di ngan nhat. Néu U UsUs la mot
duong di cam sinh (induced path) trong H, thi UyUs va UsUs c6 cic chi s6 khdc nhau.

Chung t6i stt dung quan sat nay dé xay dung mot ho do thi ma do thi duong di
ngan nhat ciia ching 1a cic duong di. Mot vi du vé phuong phap xay dung nay dugc
minh hoa trong hinh va dudge mo ta trong bo dé . P, s& ky hiéu cho mot
duong di c¢6 do dai k.

Hinh 2.2: Do thi co s6 G5 sao cho S(Gs5,a,b) = Ps.

B6 dé 2.2.1. Vdi moi k > 1, duong di Py, la mot do thi duong di ngdn nhat.

Chitng minh: Déi v6i k& > 1, ta dinh nghia d6 thi G}, nhu sau:

VI(Gr) = {a,b,v0, 01, -+, Vlrs2), V15 -+ 5 Vg )
E(Gy) ={av; : 0 <i < [k/2]} U{vw) 1 <0 < |k/2]}

U{vi_qv; 0 1 <i < [k/2]}U{vib:1<i<[k/2]}.
Ngusi ta kiem tra rang Py, = S(Gy, a,b).

12



Dé ¢6 thé chiing minh bd dé 2.2.1] trude tien, ta sé xem xét cac duong di ngén
nhat tit @ dén b trong G. Ching ta thay rang méi duong di ngan nhat tit a dén b
sé di qua mot day cac dinh v; va o). Lic nay, ta can chiing minh rang mdi dudng di
ngan nhat tt @ dén b trong G, tuong tng véi mot dinh ctia P, va ngudc lai.

That vay, P, = S(Gk,a,b) do:

e Duong di P, c6 k + 1 dinh va k£ canh.

e Trong G, cac dinh a va b duge néi béi mot day cac dinh trung gian v; va v,

tao thanh mot dusng di tit @ dén b qua k canh.

Do d6, ta thiy ring cau trac ctia G dam bdo rang duong di ngan nhat tit a dén b
trong G}, ¢6 chiéu dai dung bang k, va mdi dinh cia P, tuong ting v6i mot duong di

ngan nhat ti a dén b.
Bé dé 2.2.2. Vdi moin > 1, do thi day di K, la mot do thi duong di ngdn nhat.

Chitng minh: Cho a va b 1a cidc dinh ndm trén mot phia ciia phép phan doi ctia

do thi Ky ,,. Khi d6 S(Ka,,0a,b) = K,.
e Xét duong di ngan nhét trong Ky p:

— Chon a va b 1a hai dinh trong phan V; ctia Ky ,.

— Moi duong di ngén nhat tit a dén b trong Ks,, sé di qua céc dinh trong V5.
Cu thé, néu vy, vs, . . ., v, 1a céc dinh trong Vs, thi cic duong di ngin nhat
tit @ dén b 14 a — v; = b cho mdi v;.

e Xét do thi dudng di ngén nhat S(Ks,,,a,b):

— Do thi duong di ngdn nhat S(Ky,,a,b) 1a do thi ¢6 cac dinh tuong ting

v6i cac duong di ngadn nhat tit @ dén b trong Ky .

— Do moi dinh trong V5 tuong tng véi mot duong di ngan nhat tit a dén b

qua dinh do, tap cac dinh cta S(Ksy,,a,b) sé 1a {vy, va, ..., v,}.

e Ta ching minh S(K,,,a,b) dang cau véi K,:

13



— Trong S(Ks,,a,b), hai dinh v; va v; duge néi véi nhau néu va chi néu c6
mot canh noi v; va v; trong Ks .

— Vi céc dinh vy, vy, ..., v, ndm trong phan V; clia K, ,, nén khong c6 canh
nao noi gitta ching. Diéu nay dan dén do thi S(Ky,,a,b) 1a do thi day du
K,.

Trong thuc té, nhu ching toi trinh bay trong dinh 1y [2.2.1] bat ki d6 thi ndo c6
do thi duong di ngan nhat 1a do thi day da déu phai rat gon vé K2,n. Sau nay ching
ta sé thay rang ton tai cac do thi rat gon khac nhau c6 cting d6 thi duong di ngan
nhat.

Dinh ly 2.2.1. Cdc phdt biéu sau day la tuong duong:

(i) S(G,a,b) = K,, vdi mot s6 n € N.

(ii) C6 chinh zdc n duong di ngdn nhat tu a dén b trong G, moi cip trong s6 dé

khdc nhau tai cing mot chi so.
(iii) Ko, la do thi thu gon cia G.
1. Chitng minh rang néu (ii) sai thi (i) ciing sai:
e Gia s rang (ii) sai: Diéu nay c6 nghia la khong phai tat ca n duong di ngan
nhat tit a dén b trong G déu khac nhau tai cing mot chi s6.
e Hé qué: Gia st ¢6 ba dinh U, V va W trong S(G,a,b) sao cho cac canh UV
va VW ¢6 céc chi s6 sai phan khac nhau. Diéu nay c6 nghia 1a duong di ti

U dén W khac nhau tai hai chi s6, do d6 khong thé c6 canh gitta chiing trong
S(G,a,b).

Két luan: Néu khong c6 canh gitta U va W, thi S(G, a,b) khong thé 1a mot do thi
day dt K,,. Do d6, néu (ii) sai thi (i) cling sai.
2. Chitng minh ring (ii) kéo theo (iii):

e Gia st rang (i) dung: Diéu nay c¢6 nghia la G ¢6 chinh xac n duong di ngan
nhat tit @ dén b va tat ca cic dudng di nay déu khac nhau tai cing mot dinh 4,

v6i d(a,b) = m.
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e Thu gon G: Bat dau bang cach loai bo tat ca cac dinh va canh khong nam trong
bat ky duong di ngan nhat nao tit a dén b. Két qua 13 do thi G’, sé 1a mot duong
di tit @ dén b bao gom céac dinh {vy,..., v, } véi n ban sao clia dinh i (ttic 1a n

dinh chi két ndi véi v;_1 va v;1q).

e Thu gon thém G’: Bang cach hop nhat tat ci cac canh xuat hién trong moi
duong di ngdn nhat tit @ dén b, ta sé ¢6 do thi G” = K,,, v6i a va b 1a cac dinh

6 mot phia ctia phép phan doi.

Két luan: Do thi thu gon cia G 1a Ky .
3. Chitng minh rang (iii) kéo theo (i):

e Ap dung b6 dé B6 dé nay da ching minh ring néu G c¢6 do thi thu gon
1a Ky, thi do thi duong di ngdn nhat S(G, a,b) tuong duong véi K.

R6 rang néu hai do thi cho cing mot do thi thu gon v6i mot s6 cap dinh nhat dinh
thi ching c6 cting do thi duong di ngan nhat. D6i véi cac do thi G trong hinh [2.2 va
G’ trong hinh 2.3, ¢6 thé dé& dang kieém tra ring S(G, a,b) = S(G',a,b) = S(G’, a, V).
Sé rat hitu ich néu c6 thé xay dung cac do thi khac nhau véi cing mot do thi thu
gon. Két qua tiép theo lien quan dén, theo mot nghia nao dé, mot thao tac nguge lai
clia viéc hinh thanh mot do thi thu gon. Mot vi du vé thao tdc dudc mo ta sé bat

dau véi d6 thi G trong hinh [2.2] dé xay dung do thi G’ trong hinh 2.3.

b T, 3 23 =1V
a — o —3

Hinh 2.3: Do thi co s6 mé rong G’, v6i S(G', a, V') = Ps.

Ménh dé 2.2.2. Néu H = S(G,a,b) va dg(a,b) = k, thi doi véi moi k' > k ton tai
mot do thi G' véi cac dinh a,b € G' sao cho dg/(a,b') =k va H = S(G',a,l).

Chiing minh:
e Néu k = K, thi két qua ding néu ta dé G’ = G.
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e Gid st k' > k. Goi H = S(G,a,b). Xac dinh G’ nhu sau:

V(G/> = V(G) U {95179027 T —k—1, b/},

E(H') = E(H) U {bxy, 217, ... 0p _p—2Th—p—1, Tpy—k—10'}.
R6 rang rang H = S(G', a, V).

Giai thich: Néu &' = k, chiing ta khong can thay déi gi ca, chi can chon G’ = G
lam do thi méi v két qua van dang. Trong trudng hop k' > k, ching ta mé rong G
bang cach thém dinh va canh dé tao ra mot duong di ngén nhat tit a dén ¢’ c6 do
dai k. Cu thé, ching ta thém cac dinh trung gian z1, 29, ..., Ty k1 va dinh ¢’ vao G,
sau d6 thém cac canh méi dé mé rong duong di tit @ dén ¢'. Diéu nay dam bao riang
H =~ S(G,a,V), tic 1a H tuong duong véi dudng di ngdn nhat tit a dén b’ trong G’

c6 do dai £’
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Chuong 3

Tinh chat, cau triac cua do thi

duong di ngan nhat

3.1. Phan tich va téng hop (Decompositions and
sums)

Trong phan truée, ching ta da xay dung mot vai 16p do thi dic biét clia cac do
thi duong di ngin nhat. Trong phan nay, ching ta sé thiét lap hai phuong phap dé
thu dugc cac do thi duong di ngdn nhat méi tit cac do thi cit. Cu thé, chiing ta sé chi
ra rang ho do thi duong di ngan nhat dude déong dau dudi hai phép toan 1a phép hop
roi rac va tich Descartes.

Vi du, chiing ta xay dung mot dd thi G sao cho dd thi dudng di ngin nhét cia G 1a
hop roi rac ctia hai ban sao cia Ps. Nhé lai do thi G5 trong hinhc() S(Gs,a,b) = Ps.
Dit G51 va G 1a hai ban sao ctia G5 duge gan nhan sao cho vy € Gs; tuong tng véi
vy € Gso. Xac dinh G bing cach 1ay hop clia hai ban sao ciia Gy, them hai dinh méi
{a,b}, va them céc canh mdéi {aal,aa2, bbl,bb2}. Didu nay duge thé hién trong hinh
B.1} Khi d6 (G, a,b) = S(Gs1, a1,b1) U S(Gsa, ag, by). Céch xay dung cho moi cap dd
thi nhu tren la diém chinh ctia dinh 13 tiép theo.

Dinh 1y 3.1.1. Néu H, va Hs la cdc do thi duong di ngdn nhat, thy H; U Hy ciing la

mot do thi duong di ngdan nhat.
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Chitng minh: Theo ménh dé , ta c6 thé chon cac dd thi co sé rdi rac
G cho H;, i € {1,2}, sao cho {a;,b;} € G;, v6i dg,(a1,b1) = dg,(az,bs) va véi
H; = S(G;,a;,b;).

Xay dyng do thi G nhu sau:

V(G) = V(G1) UV(Ga) U {a, b}
E(G) == E(Gl) U E(Gg) U {aal, aas, blb, bgb}

R6 rang tit cach xay dung ctia G, méi duong di ngan nhat tit a dén b trong G
tuong ting v6i mot duong di ngan nhat tit a; dén b; trong G; hodc mot duong di ngan
nhat tir a; dén by trong Gy. Ngoai ra, néu hai duong di ngan nhat 14 ké nhau trong
S(Gi,a;,b;), i € {1,2}, chung van ké nhau trong S(G, a,b).

Cudi cung, néu U; va Uy 1a duong di ngan nhat trong G gitta a va b véi V(Uy) N
V(Gh) # 0 va V(U) N V(Ga) # 0, khi d6 vi ag,b1 € V(U1) v ag, by € V(Us) nén
U, # U,. Do do, ta két luan rang H; U Hy 13 mot do thi duong di ngan nhat.

Hinh 3.1: Hai ban sao cia d6 thi co sé dude két hop nhu mo ta trong dinh 1y [3.1.1]

Ménh dé lien quan dén cau trtc ctia do thi con ctia mot do thi duong di
ngan nhat H = S(G, a,b) duge tao ra béi tat cd cdc duong di ngan nhét tit @ dén b

ma chtta mot dinh v da cho trude.

Ménh dé 3.1.1. Cho G la mot do thi lién thong véi a,b € V(G) va d = d(a,b) > 2.
Gid st H = S(G,a,b) va v la mot dinh cia G nam trén it nhat mot duong di

ngdn nhat i a dén b.
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Goi H' la do thi con cia H dugc tao ra bdi tat cd cdc dinh tuong 1ing vdi cdc

duong di ngdan nhat tw a dén b ma chia v. Khi do:
H' = S(G,a,v)0S(G,v,b)

Hon nita, néu G1 la bat ky do thi con cia G chia tat cd cac duong di ngdn nhat
ti a dén v, va G2 la bat ky do thi con cia G chita tat cd cac duong di ngdn nhat tu

v dén b, thi H' dang ciu vdi:
S(G1,a,v)TdS(G2,v,b)

Chitng minh: Goi H’ 1a do thi con cia H dudc tao ra bdéi tat ca cac phan ti
ctia V(H) tuong ting v6i cac dudng di ngan nhat tit @ dén b trong G chita dinh v.

Cac duong di ngan nhat tit @ dén b nay chinh 13 cac phép ndi T, o T, trong dé
Toy 12 mot doan duong di ngan nhat tit a dén v va T, 14 mot doan dudng di ngan
nhét tit v dén b. Do d6, ching ta cé thé thay thé cac phan tit trong tap dinh ctia H’
va cac duong di ngan nhat trong G c6 dang T, 0 Ty,.

Theo dinh nghia, tap dinh cta S(G,a,v)0S(G, v, b) chinh 1a tap hgp cac cip ¢
tht tu (T,,, Ty) trong d6 T, 1& mot dinh cta S(G,a,v), va T,, la mot dinh cua
S(G,v,b).

Ro rang ring anh xa f : V(H') = V(S(G, a,v)OS(G, v, b)) duge cho béi f(T,, o
Tw) = (Taw, Tup), 12 mot anh xa mot mot. Ching ta khang dinh rang anh xa nay bao
toan canh.

That vay, gid st (Uy, Ry) ~ (Us, Rs) trong S(G,a,v)KS(G,v,b). Theo dinh nghia
cia tich Descartes, hoac (i) Uy ~ Us trong S(G, a,v) va Ry = Ry hodc (ii) Uy = U, va
Ry ~ Ry trong S(G,v,b). Trong truong hop (i), Uy va U, khac nhau chi § mot chi s6
trong khi V(R;) = V(Ry), do d6 Uy o Ry ~ Uy 0 Ry trong H'. Mot 1ap luan tuong tu
ap dung trong truong hop (ii). Gia st bay gio rang (Uy, R;) khong bang hoiic ké vdi
(Us, Ry) trong S(G,a,v) X S(G,v,b). Khi d6, mot trong nhing truong hop sau xay
ra: U, = Us, trong truong hop dé6 R, va Ry khéac nhau it nhat hai chi s6; Ry = Ry
trong truong hop dé U; va U, khac nhau it nhat hai chi s6; hodc Uy # U, v Ry # Ry
trong truong hop dé U; va Ry khac nhau véi U, va Ry mot chi s6 tuong ting. Trong
mdi truong hop nay, Ry o U; va Ry o Uy khac nhau it nhat hai chi s6 va do d6 khong

ké nhau, nhu yéu cau.
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Dé hoan thanh chitng minh, chiing ta chi can nhan thiy S(G,a,v) = S(G1,a,v)
va S(G,v,b) = S(Ga,v,b).

V6i hai do thi G; va G ¢6 tap dinh sao cho V(G1) NV (Gs) = {c}, phép tong mot
(one-sum) ctia G vd G duge dinh nghia 1a do thi G véi tap dinh V(G1) UV (Gy) va
tap canh E(G;)U E(Gs). Dinh 1y [3.1.2/s& mo ta do thi duong di ngdn nhat ctia phép

tong mot clia hai do thi.
Dinh 1y 3.1.2. Cho G| va Gy la cdc do thi vdi tap dinh sao cho V(G1) NV (Gy) = c.

Goi G la phép tong mot cia Gy va Ga. Khi dé, vdi moi a € V(G1) \ ¢ va moi
beV(Ga)\c¢, ta co:

S(G,a,b) = S(Gy,a,c)dS(Gs, ¢, b).

Chitng minh: Vi ¢ 1a dinh cit, moi duong di ngan nhat tit a dén b trong G déu
phai chita ¢. Ap dung menh dé chiing ta c6 diéu phai ching minh.

Hé qua 3.1.1. Cho H, va H, la do thi duong di ngan nhat. Khi dé H\OH, ciing la
do thi duong di ngdn nhat.

Chting minh:

[ Dét H1 = S(Gl,al,bl) va H2 = S(GQ,CEQ,[)Q), tI’OHg do G1 va G2 la céc d6 thl

da dugce rat gon.

e Gop hai dinh b, cia H; va ay clia Hy lai thanh mot dinh chung trong do thi

mdi. Diéu nay tao ra mot do thi méi S(G, ay, by).

e Do thi S(G, ay, by) nay dugdce tao ra tit phép tich Descartes ctia hai d6 thi dudng
di ngan nhat ban dau H; va Hy, va do d6, né ciing 1a mot do thi duong di ngan

nhét.

Viéc xay dung dinh 1y dan dén mot ho cac do thi ma do thi duong di ngan
nhat ctia ching 1a céc siéu khoi (hypercubes). Goi J;, 1a do thi duge tao thanh bang
cach thuc hieén phép tong mot ciia k ban sao ciia Cy (mot chu trinh don véi 4 dinh)
nhu sau. V6ii =1,...,k goi a; va b; 1a cdc dinh d6i cyc (antipodal vertices) trong ban
sao thit 7 ctia C4. Tao thanh J, bang cach gop hai dinh b; va a;1; choi=1,...,k—1.
Xem hinh 5.
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Heé qua 3.1.2. Vdi J, dugc dinh nghia J trén, do thi duong di ngan nhat S(Jy, ay, by) =

Q. trong dé Qy, la siéu khoi cé k chiéu.

Chitng minh: Dé chiing minh hé qua ching ta sé st dung phuong phap
quy nap. Trudc tién, chiing ta can chiing minh rang dang thic S(Jy, a1, b1) = Q 1a

ding.

o V6i k =1, ta c6 S(Jy,a1,b) = Qq, vi do thi J; chi bao gom mot chu trinh 4

dinh, tuong tng vé6i mot hypercube )7 ¢6 mot dinh va khong cé canh.

e Tiép theo, gia st rang S(Jg, a1, by) = Q, cho mot s6 nguyen k > 1. Ta sé chiing

minh rang S(Jpy1, a1, bps1) = Qpyr.

o Xay dung Jy1 tit J; bang cdch thém mot chu trinh 4 dinh khac va ndi né véi
Jj, thong qua hai dinh tuong dong (antipodal). Do d6, Ji41 1a mot do thi ma ta
c6 thé xay dung tit Jj, bing cach them mot chu trinh 4 dinh ndi vao chu trinh

4 dinh cua Jj.

e Tuong tu, Q41 duge xay dung tit Q) bang cach thém mot chu trinh 4 dinh ndi
vao mot chu trinh 4 dinh ctia @y (hay mot hypercube Q;,). Béng cach stt dung
gia thiét quy nap va tinh chat dong cau ctia do thi duong di ngan nhat, ta két

luan rang S(Jpt1, a1, bps1) = Qry1-

Do d6, theo phuong phap quy nap, hé qua duge chiing minh 1a ding cho

moi k > 1.

ay b

Hinh 3.2: D6 thi co sé J;, ¢6 do thi duong di ngan nhat 1a sieu khoi.

Két qua tiép theo cung cap mot phép phan tich ctia do thi duong di ngan nhat

thanh mot tap hop 16i rac cia cac phép tong mot véi cac canh bo sung. Luu § ring
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dinh 1y sau day ap dung cho tat ca cac gia tri 1 < i < d(a,b). Do d6, thuc su c6

d(a,b) — 1 phép phan tich khac nhau ctia dang nay.

Dinh 1y 3.1.3. Goi H la do thi duong di ngan nhat vdi do thi co sd rit gon (G, a,b),
trong dé d(a,b) > 2. C6 dinh mot chi s6 i, vdi 1 < i < d(a,b).

Goi {vi1, via, . .., v} la tap hop gom k dinh trong V(G) c6 khodng cdch i tit a, va
goi E; la tap hop tat ca cac canh UW € E(H) c6 chi so khdc biét la i. Khi do:

(a) Két qud ciia viec zéa ciac canh E; khéi H thu duge mot do thi cé k thanh phan

lien thong roi rac, moi thanh phan la mot tich Descartes:
k
j=1

trong do D;; = S(G, a,v;;)0S(G,v;;,b)

(b) Déi vdi bat ky hai do thi con Di; va Dy, cdc canh trong E; gita V(Dy;) va

V(Dy) tao thanh mot phép ghép cap tung phan.
Ching minh:

(a) V6imdi j € {1,2,...,k}, tit ménh dé ta biét rang tap hop cac dinh trong
H tuong tng véi cac duong di ngan nhat tit a dén b chita v;; s& tao thanh mot

do thi con déng cau véi S(G, a, v;;)OS(G, vy, b).

e Vi méi dudng di ngan nhat tit @ dén b trong G chi chita duy nhat mot dinh
v;; trong tap {vi1, ..., vk}, nén cac do thi con nay trong H la khong giao
nhau (tic la ching khong chia sé dinh nao véi nhau).

e Hon nita, néu c¢6 mot ciap dinh U va W ké nhau trong H ma cac duong di
ngan nhat tit @ dén b tuong ing clia ching chita cic dinh khac nhau trong
tap {vi, ..., v}, thi cdc dinh nay phai khac nhau 6 chi s6 . Két luan 1a

canh UW c¢6 chi s6 khéc biét 1a ¢ va ndm trong tap E;.

T cac diéu trén, ching ta nhan thay rang H \ E; ¢6 k thanh phan liéen thong

roi rac, mdi thanh phan 14 mot tich Descartes.
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(b) Mbi dinh U trong D;; tuong ting v6i mot dudng di ¢6 dinh v;; 6 chi 6 4, va moi
dinh W trong D;, tuong ting v6i mot duong di c6 dinh v;, 6 chi s6 . Vi vay, véi

moi dinh U trong D;;, sé ¢ t6i da mot dinh trong Dy, ké véi U.

Diéu nay chiing t6 riang cac canh trong E; gitta V(D;;) va V(Dy) tao thanh
mot phép ghép cap ting phan.

Luu y rang chu trinh 4 dinh xuat hién rat thuong xuyén trong tich Descartes:
Lay bat ky canh nao UW trong H; va bat ky canh ndo XY trong H,. Khi d6, tap
hop céac dinh {(U, X), (U,Y), (W, X), (W,Y)} tao thanh mot chu trinh 4 dinh trong
H,0OH,. Tu dinh 1y phan (a) va trong thyc té, chu trinh 4 dinh pho bién trong

tich Descartes clia cdc do thi, chung ta két luan riang

Nhan xét 3.1.1. Cdc chu trinh 4 dinh zudt hién pho bién trong cdc do thi duong di

ngan nhat.

Xét vé thue té, dinh ly cho chiing ta biét rang, khi x6a cac canh véi chi s6
khac nhau trong do thi duong di ngdn nhat, ching ta sé thu dudc cac thanh phan
do thi roi rac dudi dang tich Descartes clia cac do thi duong di ngan nhat con. Dieu
nay goi v rang néu mot do thi duong di ngan nhat khong co cic chu trinh 4 dinh, thi
cau tric clia n6 sé don gian hon va dé hiéu hon. Ngudc lai, néu khong dat ra giéi han
nay, viéc nghién citu cac do thi duong di ngan nhat sé trd nén phic tap hon nhiéu.

Dé két thic phan nay, ching ta sé thit mot phuong phap khéc dé két hop céc do
thi co s6. Gia st Gy vd Gy 1a cic do thi véi tap canh sao cho E(Gy) N E(Gy) = {e},
trong d6 e = zy, va V(G1) NV (Gy) = {x,y}. Khi d6, phép tong hai ctia G; va Gy
duge dinh nghia 1a do thi G véi tap dinh V(G) UV (G3) va tap canh E(G;)U E(G3).
Dinh 1y s& mo ta dd thi duong di ngdn nhét ciia phép téng hai ctia hai dd thi

N

nay.

Dinh 1y 3.1.4. Cho G, va G la cdc do thi cé tap canh sao cho E(G1)NE(Gy) = {e},
trong do e = xy, va V(G1) NV (Gy) = {x,y}.

Goi G la phép tong hai cia Gy va Go. Cho a € V(Gy) va b € V(Gy) sao cho
{a,by N {z,y} = 0. Khi d6 S(G,a,b) dang ciu vdi mot trong cic truong hgp sau:
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(i) Hop cia cic do thi roi rac (S(G1,a,z)0S(Ge,x,b)) U (S(G1,a,y)TS(Ga,y,b))
cong thém cdc canh bo sung tao thanh mot doan ghép gita hai do thi, trong

truong hop d(a,z) = d(a,y) va d(z,b) = d(y,b);

(i) S(G1,a,x)dS(Ge,x,b), trong truong hop d(a,z) < d(a,y) va d(x,b) < d(y,b),
hodc d(a,z) < d(a,y) va d(x,b) < d(y,b);

(iit) S(G1,a,y)OS(Ga,y,b), trong truong hop d(a,y) < d(a,z) va d(y,b) < d(z,b),
hodc d(a,y) < d(a,x) va d(y,b) < d(x,b);

(iv) va ngugc lai (S(G1,a,x)0S(Ga, x,0)) U (S(G1,a,y)0S(Ga,y, b)), trong do cic
dinh chung cia S(G1,a,x)0S(Gy,x,b) va S(G1,a,y)0S(Ga,y,b) tuong ing

chinh xdc vdi cde duong di ngan nhat tu a dén b chita canh e.

Chitng minh. Luu ¥ ring moi duong di ngan nhat tit a dén b déu c6 giao khac
rong véi X, y.

Truong hop (i): Gia s, ¢ = d(a,z) = d(a,y) va d(x,b) = d(y,b). Trong trudsng
hop nay, cac dinh z va y 1a duy nhat 6 khoang cach i tit a trong G duge st dung
trong bat ky duong di ngan nhat nao ti a dén b.

e Goi E; 1a tap hgp cac canh trong S(G, a,b) c6 chi s6 khac nhau la i. Néu ching
ta nhan thay rang S(G,a,x), S(G,a,y), S(G,x,b) va S(G,y,b) tuong ting lan lugt
véi S(G1,a,z), S(G1,a,y), S(G2,x,b) va S(G2,y,b), thi két luan ngay lap tic ti ¥
(a) ctia dinh 1y la:

S(G,a,b)/E; =2 (S(G1,a,2)0S(G2,x,b)) U (S(G1,a,y)0S(G2,y,b)).

oTit phan (b) clia ciing mot dinh 1y, ta c6 thé suy ra ring cic canh ndi cac thanh
phan do thi khong giao nhau S(G1,a,z)0S(G2,z,b) va S(G,a,y)OS(G,y,b) tao
thanh mot doan ghép.

Truong hop (ii): d(a,z) < d(a,y) va d(z,b) < d(y,b), hodc 1a d(a,z) < d(a,y)
va d(z,b) < d(y,b). Moi duong di ngan nhat tit @ dén b déu chita dinh z, va két qua
duge suy ra tryc tiép tit dinh 1y .

Truong hop (iii): d(a,y) < d(a,x) va d(y,b) < d(z,b), hodc 1a d(a,y) < d(a,z)
va d(y,b) < d(z,b). Moi dudng di ngan nhat tit a dén b déu chiia dinh y, va két qua
dugce suy ra tryce tiép tit dinh 1y (3.1.2]
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Truong hop (iv): Xét truong hop khi d(a, x) > d(a,y) va d(x,b) < d(y,b).

Vid(z,y) =1, ta ¢6 d(a,z) = d(a,y) + 1 va d(x,b) + 1 = d(y,b). Theo ménh dé
3.1.1} cac dinh ctia S(G, a, b) tuong ting véi cac duong di chita z tao ra mot do thi con
dang cau véi S(G1, a, )OS (G2, z,b), va cac dinh tuong ting véi cac dudng di chita y
tao ra mot do thi con dang cau véi S(G1,a,y)OS(G2,y,b). Luu ¥ ring mot s6 dudng
di ngdn nhat tit a dén b chita canh e = xy, va do d6 hai do thi con duge mo ta & trén
¢6 giao nhau.

Gid hay xem U 1a mot dinh trong V(S(G, a, b)) tuong tng véi mot duong di ngan
nhéat tit @ dén b chita x nhung khong chita y, va W 1la mot dinh trong V(S(G, a,b))
tuong ing v6i mot duong di ngan nhat tit @ dén b chita y nhung khong chita . Khi
d6 U va W khac nhau ca ve chi s6 d(a,y) va chi s6 d(a,y) + 1, vd do d6 khong ké
nhau. Trudng hop khi d(a, z) < d(a,y) va d(z,b) > d(y,b) duge xii Iy tuong tu.

Luu § rang trong ching minh cta dinh Iy , canh e chi dugc sit dung trong
Trusng hop (iv). Do d6, néu Trusng hop (i), (i) hoac (iii) ding véi phat biéu cia
dinh 1y d6 thi S(G\e,a,b) = S(G,a,b). Cang luu ¥ rang cac két qua tuong ty nhu
dinh 1y c6 thé thu duge bang cach xem xét viéc ndi hai do thi é hai dinh khong
c6 canh nao giita hai dinh nay; hodc tham chi 1a néi cdc do thi trén nhiéu hon hai

dinh.

3.2. Do thi dudng di ngan nhat véi chu vi t6i thiéu
la 5

Trong phan nay, chiing t6i phan loai hoan toan tat cd cac do thi duong di ngin
nhat c¢6 chu vi tit 5 trd lén. Trong qua trinh nay, ching to6i mo ta chinh xac chu trinh
nao la do thi duong di ngan nhat va chung toi chi ra ring do thi Claw khong phai 1

do6 thi duong di ngan nhat. Quan sat don gidn sau day sé dong vai tro quan trong.

Meénh dé 3.2.1. Cho H la mot do thi duong di ngdn nhat.
Cho Uy,Us,,Us la ba dinh phan biét trong H sao cho U1U2U3 la mot duong di
cam sinh (induced path,).

Néu sy chénh léch gitta cdc chi so cia UUy va UsUs la i va j, trong dé j ¢
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{i = 1,1, + 1}, thi H ¢6 mot chu trinh cdm sinh Cy chia U UyUs.
Chtng minh: Dat

Uy = avy ... vpb,
U2:&U1...U~...Upb,

/ /
Us = avy ... 0i-10;Vip1 ... U ... upb.

Khi d6 ton tai mot duong di ngan nhat Uy = av; .. V% ...upb trong G, tao thanh
chu trinh 4 dinh (U3, Uy, Us, Uy) trong G.

Két qua tiép theo khang dinh ring bat ky do thi dudng di ngan nhat nao chia
mot chu trinh cam sinh 1é ¢6 s6 dinh nhiéu hon C5 sé bat buoc chita mot chu trinh
cdm sinh 4 dinh dugc tao ra tit cdc dinh cu thé trong do thi. Dinh 1y 19 sau day dua

ra mot két qua tudng tur cho céc do thi cAm sinh Claw.

Bb6 dé 3.2.1. Cho H la mot do thi duong di ngdn nhét chita mot chu trinh cdm sinh
Cl voi k lé va k > 3. Khi do, H chita mot chu trinh cam sinh Cy.
Chitng minh: Gié st (U, ..., Ug) 1a mot chu trinh Cy, cdm sinh v6i k 16 16n hon
3 trong H.
Gia stt rang H khong chita mot chu trinh C; cam sinh.
e Goi i 1a chi s6 khéc biet ctia U, Us.
e Theo ménh dé [3.2.1 chi s6 khéac biet ctia UsUs ¢6 thé 1a ¢ — 1 ho#ic i + 1. Dic
biét, néu 7 1a s6 18, thi U, va Us khac nhau & chi s6 chan, va néu 4 1a s6 chan,
thi Uy va Uz khac nhau & chi s6 1é. Diéu nay cing ding ¢ moi budc, tic 13
tinh ch&n 1& ctia chi s6 khac biét luan phién xung quanh chu trinh. Diéu nay 1
khong thé néu k 1a s6 1é.
Ngudc lai, C5 va moi chu trinh chin 1a do thi duong di ngan nhat.

Dinh ly 3.2.1. C}, la do thi duong di ngan nhat khi va chi khi k chdn hodc k = 3.

Chitng minh: Ching ta da thay ring C3 va Cj 14 cac do thi duong di ngan nhat,
xem hinh va he qua[3.1.20 T bd dé[3.2.1] suy ra ring C), khong phai la mot do

thi duong di ngan nhat cho & 1é 16n hon 3.
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Bay gio chiing ta xay dyng mot do thi ma do thi duong di ngan nhat ctia né la

Cs,. Dinh nghia G vé6i 2n + 2 dinh nhu sau:

V(G) :{a7 b’ /U07 Ul? st 71}%—171)[/)72/17 e 71};71}
E(G) ={av; : i € Zy,} U{bv} : i € Zy,}

U{vv) i€ Zy} U{vvi,, 11 € Ly},

trong do6 chi s6 dude tinh modulo n. Cé chinh xac 2n dudng di ngan nhat tit a dén b
clia G, cu thé 1a tap hop {av;vib, aviv), b :i=0,...,n — 1}. D& dang kiém tra ring

d6 thi duong di ngdn nhat S(G,a,b) = Csy,.

Dinh ly 3.2.2. Néu mot do thi duong di ngin nhat H c6 mot do thi cam sinh Claw
K3, tht H phai c6 mot chu trinh 4 chita hai canh cia do thi cam sinh Claw dé. Dac

biét, K, 3 khong phdi la mot do thi duong di ngan nhat.

Chitng minh: Gia st H la mot do thi duong di ngin nhat c6 chita mot do thi

cam sinh Claw véi cac dinh Uy, Uy, U, Us, sao cho Uy ké véi Uy, Us, va Us.

e Goi i; la chi s6 khac nhau ctia UpU; véi j € {1,2,3}. Vi do thi Claw nay la cam

sinh, nén cic chi s6 phai khac nhau.

e Gia st rang khong c6 ba dinh nao ctia do thi Claw nay thudc vé mot chu trinh
cam sinh 4 dinh. Theo ménh dé vi Uy, Uy, U, khong thuoc vé mot chu

trinh 4 cam sinh, suy ra i, =iy + 1.

e Khong mat tinh téng quat, gia st i, = iy + 1. Tuong tu, vi Uy, Uy, Us khong
thuoc vé mot chu trinh 4 cam sinh, ta ¢6 i3 = 4; £ 1. Vi céc chi s6 i; khac nhau,

né phai 1a i3 = i — 1.

Theo ménh deé suy ra rang Uy, Us, Us nam trong mot chu trinh 4 cAm sinh
trong S(G, a,b).
Mot hé qua truc tiép ctia dinh 1y la nhan xét sau day.

Nhan xét 3.2.1. Néu H vita la mot cay vica la mot do thi duong di ngdn nhat thy H

la mot duong di.
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Tiép theo, chiing ta sé thiét lap mot dic trung khi Cj c¢6 thé 1a mot do thi con

cam sinh ctia mot s6 do thi duong di ngdn nhat.

Dinh 1y 3.2.3. C, la do thi con cam sinh ciia mot do thi duong di ngdan nhat nao do
khi v chi khi k # 5.

Chitng minh: Gia sit ngugc lai rang S(G, a,b) chita mot chu trinh cdm sinh Cs,
goi 1a U = (Uy, Uy, Us, Uy, Us).

Xét cac chi s6 khac nhau doc theo cac canh clia chu trinh nay. Mai chi s6 khac
nhau xudt hien it nhat hai lan dé quay tré lai duong di ngdn nhéat ban dau. Do do,
mot chu trinh 5 chi ¢6 thé st dung t6i da 2 chi s6 khac nhau.

Hon nita, néu mot chi s6 khac nhau xuat hién hai lan lién tiép, gia sit cho U,Us
va UyUs, thi canh U,Us cling nam trong S(G, a,b). Vi vay, Cs khong phai 1a mot do
thi con caAm sinh ctia mot do thi duong di ngan nhat.

Dé két thic phan ching minh, ching ta cho thay ring véi bat ky k # 5, Cy 1a
mot do thi con cdm sinh clia mot s6 do thi dudng di ngan nhat. Trong dinh Iy ,
ching ta da thay rang O} 1a mot do thi duong di ngan nhat khi & = 3 hoiic khi &k 1
s6 chdn. Do d6, chiing ta chi can xem xét k 1é 16n hon 6.

Gia st rang k = 2p + 1 va goi Gapy1 1a mot do thi voi:

/ / / "
V(Gapy1) ={a,b, 01,02, ..., 0p, U, Vs, o oo, U, VY

/ / " "/ "
E(Gopi1) ={avy, avy, by, buy, avy, vivy, vivs }

11 / / L.
U {vivis1, V51, 051, U041 10 € {1,2,...,p — 1}}

Khi d6, cac duong di sau day ctia Ggpy1 tao ra mot Cypy g cdm sinh trong S(Gapy1, a, b):
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av V203 - - - Uy,
avyvavs - - - Upb,

!
av vyvs - - - Upb,

o0, /
avyvyVs -+ - v b,
", .1,/ /
avyvyvs - - - v,b,
iz / /
av|vaVs - - - v,b,

avyvausvly - - vl b,

av{ vz - - -vp_lv;b,

/
avivgls - - -vp_lvpb

Dinh 1y 3.2.4. Gid sit H la mot do thi vdi chu vi girth(H) > 5. Khi d6, H la mot do
thi duong di ngdn nhat khi va chi khi moéi thanh phan khong tam thuong (nontrivial

component) cia H la mot duong di hodc mot chu trinh ¢6 do dai chan lén hon 5.

Chitng minh: Néu girth(H) > 5, theo dinh ly khong c¢6 dinh U € V(H) c¢6
bac dy(U) > 3. Do d6, mdi dinh trong H phai ¢6 bac 0, 1 hodc 2. T d6, suy ra rang
mdi thanh phan khong tam thudng ctia H 1a mot duong di hoidc chu trinh. Theo bd
de , mot chu trinh 18 bat ki déu budce phai chita mot Cy cdm sinh. Do d6, tat ca
cac chu trinh nay phai c¢6 do dai chin.

Theo bd dé[2.2.1] mot dudng di 6 thé 6 bat ki do dai nao. Trong dinh 1y [3.2.1]
da dudce chi ra cach xay dung mot do thi duong di ngan nhat 1a mot chu trinh c¢6 do
dai chin. Cubi ciing, theo dinh 1y [3.1.1] hop ciia bat k¥ tap hop nao ciia cac do thi
duong di ngan nhat ciing lai 13 mot do thi duong di ngan nhat.

Va bay gid, c6 thé néi cac do thi duong di ngdn nhét c6 chu vi 5 tré len da dugc
mo t4 mot cach hoan chinh. Budce tiép theo, chiing ta sé huéng t6i viec mo ta céac
dac trung ctia do thi duong di ngadn nhat c6 chu vi 4. Sy xuat hién phd bién ctia cac

tich Descartes trong cac do thi duong di ngan nhat thuong chi ra rang cac chu trinh
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4 dinh (4-cycle) sé dong vai trdo quan trong va théch thiic trong viéc nghién ctu cac
do6 thi nay. Chung toi bat dau nghién cttu bang cach mo ta cac do thi duong di ngan
nhét ctia bicu do lu6i, ma cudi cung duge biét dén la cac vi du c6 cau tric dep va dé

hiéu ctia cac do thi dudng di ngdn nhat c6 chu vi bon.

3.3. Duong di ngan nhit trong doé thi ludi

Mot do thi ludéi m-chiéu la tich Descartes ctia m duong di, P,,(J---0OP, . Ching
ta ky hiéu cac dinh cua P, 0---0F,, v6i hé toa do Descartes thong thuong trén

lu6i m-chieu, vi vay tap hop cac dinh duge cho béi:
V(-PnlDDan) = {(xlax27"'7xm) NS Z,O le Snla-"vo Sajm S nm}

Trong phan tiép theo, chiing ta xem xét cidc doan geodesic gitta hai dinh duong
kinh (diametric vertices) clia mot do thi ludi, titc 1a cac dudng di ngan nhat gitta goe
va dinh (nq,...,n,,). B6i vi hai dinh nay luon luon la cac dinh duge xem xét cho cac
d6 thi luéi, ching ta sé ky hiéu do thi duong di ngdn nhat cta P,,00---0P,,  theo
cach don gian 1a S(P,,0---0P,, ). Mot do thi ludi hai chiéu va cac dinh duong kinh
duoc xem xét duge hién thi trong hinh .

Dé thuan tién trong ky hiéu, ching ta sé xem xét cic duong di ngdn nhat trong
P,,0--.0P,, nhu la mot chudi cac bude di chuyen qua ludi theo cach sau day. Do6i
véi 1 < i < m, goi e; 1a vecto co sé thit i trong R™. Mot bude di chuyén tit mot dinh
(T1, .., Tiy oy T) € V(P,,0---0P,, ) theo hudng e; ¢6 nghia la dinh tiép theo trén

duong di la (xy,...,x;+1,...,2p).

------- (n1,m2)

(0,0)

Hinh 3.3: P,,0P,,
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Luu ¥ rang mot duong di ngan nhat trong B,,00--- 0P, tu (0,...,0) dén (ny,...,ny,)
bao gom chinh xdc N = 3" n; bude di chuyén, trong dé n; trong sé d6 di chuyén
theo huéng e;. Hon nita, quan sat rang bat ky chudi m-ary c6 do dai N trong d6
ky tu i xuat hién chinh xac n; lan tuong tng v6i mot duong di ngan nhat trong
P,,0---0P,,  vaco % duong di nhu vay. Cu thé, mot duong di U sé duge ky
hiéu bing chudi m-ary U = s, ...sy € ZN, trong d6 s; = i € 1,...,m néu budc di
chuyén thit j trong U la theo huéng e;. Theo cach nay, ky hiéu 1 tuong ting véi mot
buée di chuyén theo hudng e;, 2 tuong tng véi mot bude di chuyén theo hudng e,
v.v. Chiing t6i sé goi U 1 biéu dién chudi ctia U va sit dung Bny, ..., n, C ZN dé ky
hiéu tap hop tat ci cac chudi v6i mdi i xuat hién chinh xéac n; lan.

Hai duong di ngan nhat trong S(P,,0...0P,, ) la ké nhau néu va chi néu ching
khac nhau ding mot dinh, titc 1a néu mot duong di c6 thé duge thu duge ti duong
di khac bang cach hoan déi mot cap gom hai duong di lién tiép theo céc huéng khéc
nhau (xem hinh 3.4). Do d6, néu U va W la hai duong di ngan nhat, thi U ~ W néu
va chi néu cac biéu dién day ctia ching trong By, ., lan lugt 1a U va W, ¢6 dang
U= S1...8iSi41...SN Va W = S1...8i418;...Sy trong d6 s; # s;y1. Tt do suy ra
ring, UW € E(S(P,,0...0P,,)) néu va chi néu hai day U va W trong By, .., c6

thé duge thu duge tit nhau bing cach hoan doi hai ky hiéu lien tiép khac nhau.

(nl, n2)

(0,0)
Hinh 3.4: Cac duong di lién ké (Adjacent paths) trong P,,O0F,,
Két qua chinh ctia phan nay 1a S(P,,00...0P,, ) ding ciu véi mot do thi con
cdm sinh ctia dd thi ludi s6 nguyen ZM, trong d6 M = >, (i — 1) - n;. Dé ching

minh két qué nay, ching ta xac dinh mot anh xa tit By, ., C ZX dén cac toa do

trong ZM.
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Dinh 1y 3.3.1. Do thi duong di ngin nhat cia P,,0...0P, dding ciu véi mot do

thi con cdm sinh cia do thi lidi so nguyen ZM, trong d6 M =3 " ,(i — 1) - n;.

Ching minh: Xem xét do thi lu6i m chiéu P,,0---0P, , v6i B, ., C ZN
14 tap hop tat cd cac diy m-ary tuong ting véi cac duong di ngan nhat ctia né. Dinh

nghia mot anh xa ¢ : By, . — ZM  D6i v6i mot day U e By,...n, dat

¢(U) 1:(a121, ceey A12n9,
@131+ -+, A13n3, A231, - - - , A23n3,
.

A1mly - - -5 Almng, s A2mls - - - A2mngy s - - - >a(m71)m17 s aa(mfl)mnm)a

trong d6 a 1a s6 lugng i theo sau j thit k trong U. Vi du, néu U = 32121231 €
Bssa, thi ¢(U) = (3,2,1,3,1,3,0). Ngoai ra, ¢ anh xa chudi 1---12---2---m---m
vao goc toa do. Do dé, ¢ anh xa By, nm vao mot tap hop cac vector (a;j;) € M
sao cho 2 < j <m, 1<i<j val<k<n,, theo thi tu da chi dinh. Luu § réng
doi véi tat ca cac i, J, k, a;jr < n; vi co toi da n; i theo sau mot j, va aijr > aij(k41)
vi it nhat c¢6 bang s6 lugng 7 xuét hieén sau j thi k so véi j thi (k + 1).

Dé chiing minh ring ¢ 1a mot anh xa don anh, xem xét hai day khéc biet U =
Si...sy va W = sy ...8y trong By, . n,., va ky hiéu anh cia ching dudi ¢ 1la A va
A’, tuong tng. Dt 7 1a chi s6 dau tién ma céc phan ti ciia U vd W khéac nhau. Ma
khong mat tinh tong quat, gid st rang s, = j > s, = i va r la chi s6 xuat hién thi
k ctia j trong U. Khi d6, xuét hien thi k clia j trong W sé xuét hien sau s, = i, vi
vay s6 lugng @ trong W theo sau xudt hien tht & clia j sé it nhat 14 mot it hon so
véi day U. Do d6, néu a; va aj;; 1a cac thanh phan ijk ctia A va A', tuong tng, thi
aije > i, cho thay o(U) # p(W).

Dé hoan thanh ching minh, ching ta can chi ra ring ¢ bao toan tinh ké. Gia
st U va W 1a cac day ké nhau trong By,....n,,- Khi do, U va W ¢6 dang U =
81 ...85:5p41...5N Va W = S1---Sp11Sp ... SN, VO S # Spy1. Dt 8,01 = 5 > 5, = 4.
Bay gio, gia st ring s,,; la xudt hien thi & ctia j trong U. Khi d6, su khac biet duy
nhét trong cac vector ¢(U) va ¢(W) 1a thanh phan ijk ctia ¢(W) ting them mot don
vi, vi vay ¢(U) va ¢(W) la cac dinh ké nhau trong ZM. Dé thiy riing ¢~ ciing bao
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toan tinh ke, xem xét hai dinh ké nhau, A va A’, trong anh clia ¢. Dat a;;;, 13 thanh
phan ijk ctia A, va ma khong mat tinh tong quat, gia st rang A’ duge thu duge tit
A bang cach tang ar, len a;, + 1. Vi A’ thudc dnh cta ¢, nén ky hieu trude truc
tiép ctia j xuat hién thi & trong ¢~!(A) la i. Dé thay dicu nay, trude hét ching ta
nhan thay phai ¢6 it nhat mot ¢ ding trude j xuat hién tha k. Néu khong, a;j, = n;
va khong thé tang them. Néu c6 bat ky biéu tuong khéc nao gita j xuat hien thi &k
va i diing trude né, cac thanh phan khac ctia A phéi duge thay doi dé tang a;;;. Tuy
nhién, A va A’ chi khac nhau ding mot thanh phan. Do do, ¢~!(A’) ¢6 thé duge thu
dugc tit ¢~ (A) biang cach hoan doi j xuat hien thit k& va i ding trude n6. Do do,
¢ H(A) va ¢~ 1(A’) la cac dinh ké nhau trong By, .-

Do thi duong di ngian nhat cia mot do thi luéi hai chieu P, (0F,, dé dang xac
dinh, nhu dugc minh hoa trong hé qua sau day. Dau tién, ching ta can mot dinh
nghia b6 sung. D6 thi cau thang (staircase graph) Sy, », 12 mot dd thi con cam sinh
ctia do thi luéi trén ludi sé nguyen Z". S, ,, ¢6 tap dinh V(S n,) = {(a1, ..., an,) :

ax € Zyny > ay > ag > ... > ap, > 0} (xem hinh 3.5).

p (n17n1)

(3,3,3)
[ ]
Sn1,2
Ss.3 .
....... 0o
....... ..
(0,0) e—o—6—6------. (n1,0) (0,0, 0)./044 (0,3,3)

Hinh 3.5: Do thi cau thang S, » (trai) va S35 (phai).

Hé qua 3.3.1. Do thi dudng di ngdn nhit cia P,,0OP,, ding ciu vdi do thi cau thang
(staircase graph) Sp, ns-

Chitng minh: Chung ta da thay ring do thi duong di ngan nhat S(P,,0F,,)
c6 thé dugc mo ta nhu mot do thi trén tap hop céc chudi nhi phan By, n,. Hon

ntita, tit chiing minh cta dinh Iy , anh xa ¢ : By, n, — Z™ dugc dinh nghia bdi
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o(U) = (a1, as, ..., ay,), trong d6 a; la sb luong s6 1 theo sau lan xuat hien thi k
clia s6 2 trong chudi U, 1a don anh va bao toan tinh ké. Do d6, hé qua nay sé ding
néu ching ta c6 thé ching minh ¢(Bp, ny) = V(Snyny)-

Dat U € By, n, va ©(U) = (a1, as,. .., ap,). Tit dinh nghia ctia ¢, ta c6 n; > a; >
ary1 > 0 v6i moi k € {1,...,ny — 1}, béi vi s6 lugng s6 1 theo sau lan xuat hien thi
k ctia 86 2 16n hon hoac bang s6 lugng s6 1 theo sau lan xuat hién thit (k+ 1) cia s6
2. Do d6, p(U) € V(S,, m,)- Nguoce lai, véi bat ki A = (a1,...,an,) € V(Spymy), dit
U 1a chudi trong By .y €6 chinh xac ay, s6 1 theo sau lan xuét hien thi & cia s6 2

voi k€ {1,...,n2}. Khi d6, p(U) = A ching t6 V(Sn, ny) € ©(Bny s )-

Chi ¥ 3.3.1. Dinh 153.3. 1 ngu f ring chiéu ciia do thi ludi ZM trong dé S(P,,0...0PF,,)
la mot do thi con phu thudc vao thi tu cia na,...,np. Vi M =37, (i — 1)n;, gid

tri nhé nhat clia M sé xdy ra khi ni, ..., n, dudc liét ké theo thit tu giam dan.

Duéi day chinh 1a hé qua tryc tiép tit nhiing thdo luan ctia ching ta vé do thi

luéi, rang dudng di c6 do dai k 1a do thi duong di ngan nhat cta P,OP;.
Hé qua 3.3.2. Cho ludi G = P,OP;, ta ¢6 S(G) = Py.

Truée do, ching ta da nhan xét rang hai do thi co s6 c¢6 thé tao ra ciing mot do
thi duong di ngan nhat. Trén thuc té, tham chi hai do thi rit gon ciing c6 thé c6 ciing
mot do thi dudng di ngin nhat, vi du, cac do thi P,OP, va G), duge dua ra trong
dinh 1y c6 ciing mot do thi duong di ngan nhat nhung ching khong ding cau
véi nhau.

Mot do thi lu6i dac biet khac 1a sieu khéi Q,, = PiO...OP;. Ching ta sé quan
sat trong meénh de , rang S(Q,,) ding cau véi do thi Cayley ctia nhém déi xing
Spn-

Dau tien, chiing ta nhic lai mot s6 noi dung tir 1y thuyét nhém co ban (elementary
group theory) va 1y thuyét dd thi dai sé (algebraic graph theory). Xem [1,[12,[13] dé
biét them chi tiét. Cho (T, -) 14 mot nhom. Cho S 1a mot tap sinh ctia I' khong chita
phan it don vi va sao cho v6i mdi g € S, g~! cling thuoc S. Do thi Cayley ctia T’ v6i
tap sinh S, duge ky hieu 1a Cay(T';S), 1a do thi c6 dinh 1a cac phan tit clia ', va c6

mot canh gitta hai dinh z va y néu va chi néu c6 mot phan tit s € S sao cho -5 = .
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Nhém déi xiing S, 1a nhém c6 cac phan t1t 1a cac hoan vi trén tap hop {1,2,...,m}.
Mot phan tit ctia S, 1a mot anh xa tu tap hop {1,2,...,m} vao chinh n6. Ky hi¢u
bdi s189. .. 8y, hoan vi o duge xac dinh béi o(i) = s;, véi 1 < i < m. Phép toan
nhém trong S,, 1a su két hgp clia cdc hoan vi duge xac dinh béi (o7)(j) = o(7(5)),
choo,7€5,1<j<m.

Mot hoan vi chuyén vi lién ké 14 mot hoan vi 7; sao cho 7;(1) =i+ 1, (i +1) = 4,
va 7;(k) = k dbi v6i k ¢ {i,i+ 1}. Mdi hoan vi c6 thé duge biéu dién nhu sy két hop
ctia mot s6 hitu han hoan vi chuyen vi lién ké. Vi vay, tap hop céc hoan vi chuyén
vi lién ké, T, sinh ra S,,. Chiing ta ciing luu ¥ ring mdi hoan vi chuyén vi lién ké Ia
phan ti nghich ddo ctia chinh n6. Do d6, chiing ta c6 thé dinh nghia dé thi Cayley
cia S, véi tap sinh 7', ky hicu 1a Cay(S,,; T).

Dé hiéu sau hon vé cau tric ctia Cay(S,,; T), ta xem xét két qua ctia viec két hop
mot phan tit ¢ € S, v6i mot hoan vi chuyén vi lién ké. Gia st 0 = 5152... 5, V&

1<i<m—1. Khids véike{ii+1}
ori(i)=0(i+1), om(i+1)=0(i),or(k)=oc(k)

hoac don gian la
OT; = 8182 ...8+11iSi+2 - - - Sm-

Do d6, két qua ctia viec két hgp or; 1 hoan doi hai phan tit lién ké s; va 5,41 trong
o. Ta c6 thé két luan ring lan can ctia mot dinh o trong Cay(S,,; T) 1a tap hop clia
tat cd (m - 1) hoan vi trén {1,...,m} thu dugc tit ¢ bing cach hoan doi hai phan tit
lién ke.

Bay gio hay xem xét sieu khoi Q,,, = P,0...0P,. Cac dinh cia P,00. .. 0P, tuong
ting v6i tat ca cac chudi nhi phan c¢6 do dai m. Mot duong di ngdn nhat trong Q,,
la mot chudi gdm diing mot budc theo méi hudng. Trong dinh 1y [3.3.1] ching ta da
dé cap dén sy tuong quan gitta cac duong chéo cta P,,[0...00P, va tap hop cac
chudi buéc By, n,,- Déi v6i Q,,, day 1a mot anh xa song anh gitta cac dudng chéo
trong P00...0P; va cac chudi trong By ;. Vi trong moi dudng chéo, mot toa do
dinh thay ddi ding mot lan, By trung khép véi tap cac hoan vi trén {1,2,...,m}.
Biéu dién chudi ctia U duge ky hieu 1a U = s189. .. S, trong d6 mdi phan ti clia

{1,...,m} xudt hién chinh xadc mot lan. Hay nhé rang ching ta da xac dinh hai chudi
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trong By 1 1a ké nhau néu va chi néu mot c6 thé duge thu duge tit cai khac bing
cach hoan dbi hai ky tu lién ké (khac nhau). Diéu nay tuong duong véi hai hoan vi
ké nhau néu va chi néu mot cé thé duge thu duge tit cai khac bang cach st dung
mot hodn vi chuyén vi lién ké. Do do6, tap By, 1 cliing v6i mdi quan he ké nhau tuong

duong véi Cay(S,,; T'). Do do, ching ta quan sat dugce:

Meénh dé 3.3.1. Cho S,, la nhém doi xing, T la tap hop cic hodn vi chuyén vi lien
ke, va a va b la cdac dinh duong kinh trén Q... Khi d6 S(Qm,a,b) = Cay(S,;T).

Mac du ham ¢ (dé cap trong phan chiing minh ctia dinh 1y 1a khong can
thiét trong meénh dé [3.3.1, nhung ham d6 c6 mot dién giai tha vi trong trudng hop
cua Q. 0 day, mién clia ¢ 1a By 1, tuong duong véi S,,, tap hop céc hoan vi cia
{1,2,...,m}. Bay gio, ta quay lai dinh nghia ctia ¢ trong phan chiing minh dinh 1y
, va st dung ky hieu dude gidi thieu ¢ d6, hinh anh ctia ¢ 14 mot chudi cac phan
tu a5, trong d6 1 <i < 7 <mval <k <n;. Trong truong hop cua Q,,, n; = 1 cho
moi j. Do d6, ddi véi mot chudi U e B 1, tuong tng v6i mot hoan vi s1s3... 5y,

viéc rat gon ky hiéu cua ching ta thanh
90<[7) = (a12, 13,023, - - -, Qi A2, - - - 7a‘(m—1)m)7

trong d6 a;; bing s6 lugng i di sau j trong U. Tit dinh 1y [3.3.1} do dai ctia chudi p(T)

N

1a

M= :(1—1)7%:%(@‘—1): (7;)

i i=1
Vi méi phan ti trong {1,2,...,m} xuat hién chinh xa4c mot lan trong hoan vi

5183 ... 5m, ching ta c6 rang v6i moi cap 4,7 véi 1 <i < j < m,

0 néu ¢ xuat hién trude j
CLz‘j =

1 néu ¢ xuat hién sau j.
Trong truong hop ciia Q,,, ngudi ta c6 thé dién gidi ¢(U) nhu tap canh ctia mot dd thi
huéng hoan chinh trén m dinh nhu sau. D6i v6i mdi cap dinh i, 5 véi 1 <i < j < m,
canh ij duge huéng tit ¢ dén j néu a;; = 0, va tit j dén i néu a;; = 1. Mot do thi
huéng hoan chinh c6 tinh chat chuyén tiép nhu vay dugc goi la mot giai dau chuyén
tiép (a transitive tournament). Ching ta két luan rang doéi véi sieu khoéi @,,, hinh

anh ctlia ¢ tuong tng chinh xac véi tap hop m! giai dau chuyén tiép .
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KET LUAN

Trong bai khoéa luan nay, chiing toi da tap trung vao viéc nghién ciiu cau tric clia
cac do thi duong di ngan nhat. Ching toi da tim hiéu vé khéi niem tai cAu hinh va
nhitng thach thic dic biet lien quan dén viéc tai cau hinh cic duong di ngdn nhat
trong mot do thi. Mac du viéc tim kiém mot duong di ngan nhat c6 do phic tap
tinh toan la da thitc, nhung van dé cau hinh lai cac duong di nay lai c6 do phiic tap
PSPACE-complete, da dat ra nhiéu thach thitc va co hoi nghién ctu. Cac déng goép

chinh ctia bai khoa luan bao gom:

e Kham phé cau tric do thi dudng di ngdn nhéat: Lam 16 dic diém va tinh chat
clia cac do thi duong di ngan nhat, dic biet 1a sy xuat hién clia cac chu trinh

4 dinh.

e Tinh déng dudi phép hop roi rac va tich DesCartes: Chiing minh rang tap hop

cac do thi duong di ngan nhat dong dudi cadc phép toan nay.

e Két qua phan ra va chu vi do thi: Xac dinh rang do thi duong di ngan nhat c6

chu vi tit 5 trd lén thuong c6 cau tric don gian.

e Kham pha do thi ¢6 chu vi nhé hon 5: Chitng minh rang do thi duong di ngan
nhat ctia do thi luéi 1a do thi con cam sinh ctia mang luéi, cho thay sy phiic

tap va da dang trong cau tric.

Nhitng déng gép nay khong chi gitap hiéu ré hon vé cau tric ctia cac do thi duong di
ngan nhat ma con md ra nhitng huéng nghién citu méi va hap dan trong linh vic ly

thuyét do thi v cac ting dung ciia no.
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