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LOI CAM ON

Trude khi trinh bay noi dung chinh ciia khoéa luan, em xin bay té long biét on
sau sic t6i thay Hoang Anh Dtc ngusi da danh thoi gian va tan tinh huéng dan dé
em c6 thé hoan thanh khoéa luan nay.

Em ciing xin bay t6 long biét on chan thanh t6i toan thé cac thay co gido trong
khoa Toan - Co - Tin hoc, Dai hoc Khoa Hoc Ty Nhién, Dai Hoc Qubc Gia Ha Noi
da day bdo em tan tinh trong sudt qua trinh hoc tap tai khoa.

Nhan dip nay em ctng xin dugc gui 16i cdm on chan thanh t6i gia dinh, ban be
da luon bén em, co vil, dong vien, gitp dé em trong subt qué trinh hoc tap va thuc

hién khoéa luan tét nghiep.
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LOI MO DAU

Khoéa luan tap trung lam ré mot sd van dé sau: Trinh bay ¥ tudng vé cac khai
niém va cac tinh chét lien quan dén do thi tai cu hinh, chiing minh céc khang dinh
va cubi cling 1 cac thuoc tinh ciing nhu két qua chiing minh dé minh hoa cho cac
tinh chat lien quan.

B cuc ctia khoa luan bao gom 4 chuong va mot phu luc:

Chuong 1 ctia khéa luan trinh bay van dé, muc tiéu, pham vi ctia khoa luan.

Chuong 2 clia khoéa luan trinh bay cac dinh nghia co ban va mot vi du vé do

thi tai cau hinh.

Chuong 3 ctia khéa luan trinh bay cac meénh dé, hé qua lien quan dén do thi

tai cau hinh déi vdéi cac tap doc lap.

Chuong 4 clia khéa luan trinh bay cic thuoc tinh ctia do thi cau hinh lai.
o K&t luan.

Do thai gian thiyc hien khéa luan khong nhiéu, kién thic con han ché nén khi lam
khoéa luan khong tranh khéi nhitng han ché va sai s6t. Em mong nhan dudgc sit gop ¥

va nhitng ¥ kién phan bién clia quy thay c¢o va ban doc. Xin chan thanh cAm on!



Chuong 1

Tong quan

1.1. Dat van de

Van dé cau hinh lai phat sinh khi ching ta mudn nghién cttu mé6i quan he gitta
16i gidi cia mot s6 bai toan tinh toan cho trudce (goi 1 bai todn nguon) chang han nhu
bai toan SAT, bai toan tim tap doc lap, tim tap thong tri, bai toan t6 mau dinh...
Muc tiéu chinh ctia cdc van dé cau hinh lai 1a nghién citu do thi cau hinh lai-mot do
thi c6 cac nit 1a nghiem va sy lién ké ctia chiing c6 thé dugce xac dinh thong qua mot
s6 quy tac cau hinh lai nhat dinh. Mot vi du dién hinh 1a cau dé khéi Rubik ¢6 dién
noi tiéng, trong dé mdi cdu hinh ctia Rubik khéi tuong tng véi mot gidi phap va hai
cau hinh (gidi phap) lién ké néu c6 thé lay dugc cai nay tit cii kia bang cach xoay
mot mit ctia khoi lap phuong di 90°, 180° hoac 270°. Cau hoi dat ra la liéu c6 ton
tai mot duong di tit mot diém tuy ¥ nit dén nit ma mdi mit chi c6 mot mau. Do thi
cau hinh lai dugc nghién citu tit ba quan diém chinh: tinh chat cau tric (kha ning
két ndi, tinh Hamilton, tinh phang, v.v.), kha nang phan loai (d6 thi ndo c6 thé dugc
nhan ra dusi dang mot loai biéu dd cau hinh lai nhat dinh) va cac thuoc tinh thuat
toan (cho dit mot s6 cau héi nhat dinh, chang han nhu tim duong di (ngan nhat)
gitta hai cac nit, c6 thé dugc tra 151 mot cach hiéu qua va néu vay, hay thiét ké mot
thuat toan dé thuc hien diéu d6). Tham khao them [15, 16, 18].

1.2. Quy tac trugt token (Quy tic TS)

Mot trong nhitng quy tic cau hinh lai ¢d dién duge goi 1a Trugt token (7'S). Bat
ki tap con dinh ctia dd thi G c6 thé coi la tap cac token dugce dit trén mot so6 dinh

ctia G. Theo T'S, mot token trén mot dinh v ndo do6 chi cé thé duge chuyén dén mot



trong cac dinh lién ké ctia v. Hai tap con dinh ké nhau dué6i T'S néu c6 duge mot tap
con tit bén kia chi bang mot dong tac T'S. Mot do thi token F(G) [14] 1a mot ciu
hinh lai do thi c¢6 cac nit 1a tap con dinh kich thuée k ctia G va céc canh dude xac
dinh trong T'S. Nghién cttu vé Fy(G) bat dau tit nhitng nam 1990, khi Alavi, Behzad,
Erdés va Lick[1] da xem xét mot s6 ddc tinh cau tric co ban (vi du: tinh déu dan,
tinh ludng cuc, Euler, v.v.) clia F5(G) (ma ho goi la do thi hai dinh).

Mot tap doc lap ciia do thi G 1a tap con dinh I sao cho khong c¢6 canh nao ndi
hai dinh bat ky trong I. Hay tudng tuong rang mot token dude dit trén mdi dinh
clia mot tap doc lap ciia G. DO thi cau hinh lai T'S (T'Sk) ctia G nhan moi gia tri tap
doc 1ap khac rong (c6 kich thude k) lam cac nat ctia no, trong d6 k& 13 mot s6 nguyen
duong cho truée. Hai nit 13 lién ké néu c6 thé thu duge cai nay tit cai kia bang cach

truct token trén mot dinh nao dé t6i mot trong nhitng hang xém tréng clia né.

1.3. Pham vi nghién citu

Trong khoéa luan nay, ching toi lay tap doc lap lam bai todn nguon va xét hai
loai do thi cau hinh lai c6 cac canh dugc xac dinh theo T'S: Do thi cau hinh lai T'Sy,
v6i mot s6 nguyén duong k cho truée, co cac nit c6 kich thude k cac tap doc lap clia
G (tic la cac tap con dinh c¢6 cac thanh vién khong lién ké theo cip, con goi 1a céc
tap on dinh) v& cic do thi cdu hinh lai 7'S ¢6 cac nit 14 cac tap doc lap c6 kich thude
tity ¥. Ching ta ky hiéu cac do thi nay bang T'Si(G) va T'S(G), tuong tng. Cu thé,
mdi T'Sk(G) 1a do6 thi con cam sinh ctia T'S(G) va cling la do thi con cta Fj(G).

1.4. Nghién ctu chinh

Cu thé, khoa luan nay nghién citu hai cau héi chinh cho mot do thi G da cho:

(1) Do thi cAu hinh lai T'Sy ctia G ¢6 thuoc vé mot s6 do thi 16p G (bao gom do thi
day du, duong di, chu trinh, do thi hai phia day da, do thi phan chia lién thong,
do thi ngoai phéng cuc dai va do thi day du trit mot canh).

(2) Néu G théa man mot s6 tinh chat P (bao gdm tinh s-partite, tinh phang, Euler,
chu vi va kich thudc ctia cum), ligu do thi cau hinh lai 7'S (T'Sy,) c¢6 théa man P,

va ngugc lai.

Trong tam ciia khéa luan nay 1a cac tinh chat 1y thuyét do thi thuan tay cia
TS(G) va T'S(G) chit khong phai cac thudce tinh thuat todn da duge nghién ciu ky
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ludng. Dac biet, tinh dé/khé ctia cau héi c6 dudng di hay khong giita hai niat nhat
dinh va mot s6 cau héi tiép theo (vi du: néu c6, licu mot cai ngan nhat c6 thé duge
tim thay mot cich hiéu qua; lieu cau lenh c6 dung véi bat ky cap ndo khong clia
cac nit; v.v.) da duge nghién citu ki ludng cho mot s6 do thi G. Doc gid tham khao
[16, Muc 4-5] dé hiéu thém vé cic két qua gan day. Dac biét, mot s6 tinh chat cau
triic lien quan dén kha nang lien thong va dudng kinh ctia T'Si(G) c6 thé duge suy
ra tit nhiéu két qua thuat toan nay [4-6, 8, 10-12]. Mat khac, sy phan loai va tinh
chat ctia TS(G)/TSi(G) chua duge nghién citu mot cach c6 he thong va ching toi
bat dau nghién cttu nay day. Chinh xac hon, véi do thi G, ching toi cung cap mot s6
két qua ban dau lien quan dén hai cau héi chinh: (1) Do thi cau hinh lai TSy ctia G
c6 thuoc vé mot 16p do thi G ndo d6 va (2) Néu G théa man tinh chat P nao do6 thi
TS(G)/TSk(G) cing théa man P va ngugc lai.

Noi dung khoéa luan gom cac phan sau. Trong Chuong 2, ching toi dua ra cac
khai niem co ban lién quan dén do thi va mot vi du vé do thi cau hinh lai 7'S;, dudc
st dung lam mo hinh cho moét bai toan trong hinh hoc tinh toan. Trong Chuong 3,
véi cac 16p do thi G khac nhau (bao gom do thi day du, duong di, chu trinh, do thi
hai phia day du, do thi phan chia lien thong, do thi ngoai phéng toi da va do thi day
du trit mot canh), ching t6i nghien cttu xem c¢6 do thi G' ma do thi cau hinh lai T'Sy,
thuoc vé G hay khong. (Xem Bang [3.1). Trong Chuong 4, v6i mot s6 tinh chat P
khac nhau (bao gdm tinh s-partite, tinh phéng, tinh Euler, chu vi va kich thudc ctia
cum), ching toi tap trung tra 10i cau hoi sau: néu do thi G thoa man P, lieu T'S(G)
(T'Sk(@)) cling théa man P va ngugc lai. (Xem Bang . Cudi cling, trong Chuong
5, chiing toi tong két két qua nghién citu va dé xuat mot sé6 van dé ciing nhu huéng

nghién citu tiép theo.



Chuong 2

Mot s6 kién thitc chuan bi

2.1. D6 thi vo hudng
Dinh nghia 2.1. Don do thi vo hudng G = (V, E), dugc dinh nghia bdi:
o Tap hop V # 0 la tap hop cac dinh.

o Tap hop E la tap hop cdc cip khong co thi tu gom 2 phan ti khdc nhau cia V.

got la cac canh.

Dinh nghia 2.2. Hai dinh u, v cia do thi vé hudng G = (V, E) dugc goi la ké nhau
khi (u,v) la canh thuoc do thi G.
Néu e = (u,v) la canh ciia do thi G, thi ta néi canh nay lién thuéc vdi 2 dinh

u, v, dong thoi cic dinh u va v sé dugc goi la dinh dau cia canh (u,v).
Dinh nghia 2.3. Gid st G la do thi vo hudng, v € V la mot dinh nao do.
e Bic cua dinh v, la s6 canh ké vdi né.
e Dinh bac 0 dugc goi la dinh co lap (isolated).
e Dinh bac 1 duoc goi la dinh treo (pendant).
KH: degc(v) = |Na(v)|

Dinh nghia 2.4. Duong di do dain tiw dinh u dén dinh v trong do thi vo hudng G =
(V,E) la diy cdic canh ey, ea, . .. e, théa man diéu kién ton tai cdac dinh vy, vy, ..., v,
sao cho e; = vi_1v; (1 <i < n) va vy =u, v, =0v.

Duong di ¢6 dinh dau trung dinh cuoi hay u = v goi la chu trinh.

Duong di hay chu trinh duge goi la don néu khong cé canh nao ldp lai.
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Dinh nghia 2.5. Do thi vo hudng duoc goi la lien thong néu luon tim duge duong di
gitta 2 dinh bat ki clia nd.

Dinh nghia 2.6.

e Lan can cia dinh v trong G la tap sao cho {w € V(G) : vw € E(G)}. KH:
Ng(’l)).

e Lan can dong cia v trong G la tap Ng(v) +v. KH: Ngv).

Véi 1 Q V(G) Ng(I) = UvejNg(U), Ng[I] = Ng(I) + I
e G[I]: d0 thi con ctia G cdm sinh béi cac dinh trong I (VI C V).

Dinh nghia 2.7. Do thi c6 cic dinh la V(G) va hai cic dinh ké nhau trong G néu
chiing khong ké nhau trong G dudc goi la phan bu cia G.

Dinh nghia 2.8. Mot tap doc lap cia G la tap con dinh I sao cho Yu,v € I, ta cé
w ¢ E(G). KH: a(G): kich thudc toi da cia mot tap doc lap cia G.

Dinh nghia 2.9. Mot cum (clique) cia G la mot tap con dinh K sao cho Yu,v € K,
ta 6 wv € E(Q). KH: w(G): kich thudc toi da ciia mot cum cia G.

Dinh nghia 2.10. Chu vi (girth) cia G, la kich thude nhé nhat cia mot chu trinh
trong G. KH: girth(G).
Néu G khong c6 chu trinh, thi girth(G) = oo, va ta néi raing G ¢6 chu vi vo

han, nguoc lai G ¢6 chu vi hitu han.

Dinh nghia 2.11. Hai do thi vo hudng G, = (Vi, Ey) va Gy = (Va, By) la ding cau,
ki hieu G1 ~ G2, néu ton tai song dnh f : Vi — Vs théa man diéu kién: vdi moi dinh
u,v € Vi, uv € Ey khi va chi khi f(u)f(v) € Es.

Dinh nghia 2.12. Mot do thi la H-free néu né khong cé do thi H la do thi con cdm

sinh.

Dinh nghia 2.13. G la do thi phan tdch (split graph) néu V(G) cé thé dugc phan

hoach thanh hai tap K va S sao cho K la mot cum va S la mot tap doc lap (stable

set). Mot phan hoach nhu thé duge goi la mot K S-phdan hoach (K S-partition) .
Phan hoach K-max cia V(G) la phan hoach KS trong dé |K| = w(G).

Ngudi ta biét rang bat ky mot do thi phan tach G ciing c6 mot K-max duy
nhat.

Gia dinh rang ddi v6i bat ky do thi phan tach G, phan hoach K-max ctia V(G)
luon duge cho va dé nhan manh diéu nay gia dinh, ching ta viét G = (KUS, E) g-max-
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2.2. D6 thi cau hinh lai

Dinh nghia 2.14. Do thi ciu hinh lai TSy, cia G, lay tat cd cdc tap doc lap cia G
6 kich thude k lam nit cia né. KH: TSk(G).

Do thi cau hinh lai TS cia G, lay tat cd cac tap doc lap cia G lam nit clia no.
KH: TS(G).

Hai nat (tap doc lap) I va J lien ke nhau trong TS(G) (hay TSk(G)) néu ton
tai u,v € V(G) sao cho I —J ={u}, J— 1 ={v} va uv € E(G).

Duong nhién, chiing ta goi mot do thi F' 1a do thi cau hinh lai 7°S;, néu ton tai
do thi G sao cho F ~ T'S,(G) hay chinh xéc hon la F ~; T'Si(G).

Hinh 2.2: D5 thi giao diém canh G.

Mbi s6 ab bén trong mot nit biéu thi

Hinh 2.1: Tap diém P véi cac doan
théng ctia n6. Mot hinh tam giac duge .
thé hién bang cac duong mau den. mot doan thang giao nhau ctia P. Tap
on dinh tuong tng véi tam giac trong

Hinh duge t6 mau xam.

Chiing toi trinh bay mot vi du vé do thi cau hinh lai 7'S phat sinh tit mot van
dé dugc nghién cttu ki trong hinh hoc tinh toin: tam gidc trén mot tap hgp mit
phang diém. Déi v6i cac thuat ngit va ky hiéu lien quan dén hinh hoc tinh toan khong
duge dinh nghia & day c6 thé tham khio [17].

Cho mot tap hop P gom n diém trén mit phéng, khong c6 ba didm ndo théng
hang va khong c6 bon diém nao ciing nam trén mot duong tron. Hai doan thang giao
nhau néu ching cit nhau tai mot diém bén trong ctia mdi doan, va khong giao nhau
néu khong cit nhau. Mot tam giac ctia P 1a bat ky tap hop t6i da cac doan khong
giao nhau. Biét ring moi tam giac cé ciing s6 canh. Do thi giao diém canh G ciia

P 1a do thi c6 dinh V 1 cac doan thang c6 dau mit thuoc P cit nhau it nhat mot

9
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Hinh 2.3: Cac tam giac ctia P. Cac canh mau dé tuong tng véi cac lan lat canh.
Trong T (hinh tam gidc trong Hinh , ba canh c6 thé bi lat, tuong tng véi trugt
céc token 15-46, 56-13 va 36-25 trong G (Hinh [2.2), dugc hién thi bing mau xanh

lam.

doan thing khéac. Goi L la tap hop cac doan théng con lai duge xac dinh béi P. Luu
 rang bat ky canh nao trén bao 16i ctia P déu nam trong L va cé thé c6 doan thang
khéac nhu vay. Trong Hinh , chiing toi dua ra mot tap hop gom 6 diém va chi ra 15
doan ma ching xac dinh. Mot hinh tam gidc duge thé hien bang cac duong lién nét
mau den. Tap L bao gdm bay doan thang {12, 14, 16, 23, 26, 34, 45}. Ta thay cac canh
{16,26,45} 1a canh bén trong bao 16i. Hai dinh trong G dugc néi véi nhau bing mot
canh néu cac doan thing tuong ng ciia ching giao nhau. Trong Hinh ching toi
dua ra vi du vé do thi giao diém G, véi a(G) = 4. tam giac xuat hién trong G dudi
dang tap on dinh {15, 35,36, 56}.

Mbi dinh ctia T'S,(G) tuong ting véi tap hop k cac doan thang khong giao nhau
doi mot. Hinh cho théay vi du vé T'S4(G), trong dé cac tap doc lap duge bicu dién

bang céc tam giac tuong ng ciia chiing. tam gidc phia trén bén trai tuong ting dén
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tap on dinh {15,35,36,56}. Bing cich trugt token ta thay né lién ké trong T.5,(G)
v6i cac tap on dinh {15,35,25,56}, {46,35,36,56} va {15, 35,36, 13} tuong ting véi
cac tam giac Ty, Ty va Ty. Vé mat hinh hoc, thiy ring viéc trugt token tuong ting
v6i viee lat chéo ctia mot tif giac 16i trong tam giac. Lawson [13] cho thay rang viec
lat cac duong chéo giao nhau duge Iya chon tét clia cac hinh ti giac 16i sé dan dén
tam giac Delaunay duy nhéat ching t6 rang T'S,¢)(G) lien thong. Két qua nay da
dugc Bern va Eppstein [3] khai quat hoa cho truong hop mot tap hop cac doan thing
khong giao nhau c6 thé duge chi dinh va cac tam gidc bi han ché dé bao gom cac
doan nay. Trong truong hgp nay, chiing t6i thém cac phan doan bi rang budc nay va
bat ky phan doan nao giao nhau v6i L. Ho c6 thé chi ra ring tam giac Delaunay rang
buoc tuong ting c6 the thu duge sau nhidu nhat O(n?) lat chéo, tao ra mot gisi han
tuong tng trén dudsng kinh 7S, () (G). (Xem thém phu luc A).
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Chuong 3

Po6 thi c6 1a do thi cau hinh lai?

Trong phan nay, ching t6i nghién ctu kha nang phan loai ctia do thi cau hinh
lai T'Sy. N6 tam thuong rang bat ky do thi G ciing 1a do thi c¢6 cau hinh lai 7S}, vi
G ~ TS;(G). Vi thé, trong phan nay ching toi luon gia st k& > 2.

Do6i v6i do thi G, dat Li(G) 1a do6 thi ¢6 cac nit 1a cdc cum kich thuée k ctia G
va hai ntt ké nhau néu ching c6 ding k& — 1 dinh chung. Dac biét, Ly(G) con duge
goi 14 do thi duong thing ctia G. B6 dé sau day mo tad mot mdi quan he gitta Ly (Q)
va do6 thi cAu hinh lai T'Si ctia phan bt G ctia n6. Hinh minh hoa mdi quan hé
nay véi k = 2.

B6 dé 3.1. Cho do thi G. Khi dé, T'Si(G) la do thi con ciia Ly(G). Hon thé nia,

Li(G) >~ TSk(G) khi va chi khi G la Kyq-free.

Chitng minh. Theo dinh nghia, v6i moi I = {ay,...,ax} € V(TSp(G)), ching ta ¢
a;a; ¢ B(G)vadodéaa; € B(G)voil <i<j <k ticlaa...a, € V(Ly(G)). Anh
xa f: V(TSk(GQ)) — V(Li(G)) duge dinh nghia béi f({ai,...,ar}) = ai...a;. Hon
nita, néu I = {ay,...,a;} va J = {aj, ..., a,} ké nhau trong T'S,(G) thi |[INJ| = k—1,
viido dé aj ...ay va a) ...a, ké nhau trong L(G). Do d6, T'Si(G) 1a do thi con ciia
Ly (G).

Ta con phai chiing minh T'Sy,(G) ~; L(G) néu va chi néu G 1a Ky -free.

(=) Gia st nguge lai ring TSx(G) ~; Ly(G) va G ¢6 Kji1 = ay...apags1. Do
do, I ={a1,...,ap_1,ar} va J = {a1,...,ar_1,aps1} 12 cac dinh ctia T'Si(G).
Vi ay...ap_1ax va ay,...,a5_1,ap11 ké nhau trong Li(G), nén ching ta c6

IJ € BE(TS,(G)). Theo sau d6 azar+1 € E(G), c6 nghia la arap,; ¢ E(G), didu

nay mau thuan. Do do6, G 1a Ky -free.
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(<) Gia st G 1a K i-free. Can chting minh réang I.J € E(T'Si(G)) néu va chi néu
f(DF(J) € B(Ly(G)). Vi TS,(G) 1a dd thi con ctia Ly (G), huéng ngugc lai 1a 16
rang. Ta chitng minh huéng xudi. Khong mat tinh téng quat, dat a; ... ap_1ax

VA aj...ap_ 10511 12 hai dinh lien ké nhau trong Li(G). Vi G 1a Ky, -free,

agari1 ¢ E(G), c6 nghia la agary1 € E(G) vado d6 IJ € E(T'Sk(G)), trong dé

I=f"Yay.. ap_rap) va J = fYay ... ap_1ap41).
U1 U1
U2 Us (%] Vs
U3 Uy V3 Uy
G G

Ly(G) TS»(G)

Hinh 3.1: D5 thi G, phan bu G, d6 thi duong Ly(G) vh do thi T'Sy(G). Mdi s6 c6
dang ab bén trong mot nit biéu thi mot tap hop con dinh {v,, vy} tao thanh ca mot

nit trong Lo(G) va mot tap hop doc lap clia G.

Trong Hinh , ching ta thay ring G chita mot tam gidc va thuc té Ly(G)
khong dang cau v6i T'Sy(G). Néu chiing ta pha v tam gidc bing cach x6a canh vyvy
thi didu nay tuong ting véi viec x6a dinh 12 trong Ly(G) va T.So(G) cling véi viee
thém canh tit 15 vio 25. Ching ta bay gio hiy xem Ly(G) ~ T.S5(G).

Trong phan con lai ciia chuong nay, ddi véi mot s6 do thi 16p G, ta tra 10i cau
hoi nhu sau: C6 ton tai do thi G sao cho T'Sp(G) € G, véi k > 2 khong? Két qua clia
chiing t6i duge mo ta trong Bang .

Bay gio chiing toi chiing minh mot s6 quan sat hitu ich.
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Béang 3.1: Lieu G ¢6 ton tai sao cho T'Sk(G) € G (k > 2) khong?

g C6 ton tai G? Ref.
Co
K, V(G| =n+k—1 Ha.[3.4
IB(G) = nln — 1)/2
Cé
P, V(@) =mn+1)+k-2=n+k—1
E(G)=n(n-1)/2
\Cé( )| =n(n—1)/ Hq'
Chn V(@) =n+k-2

|E(G)| = n(n—3)/2

Co,nétum=1van<khoaicm=n=2

Ky (m < n) V(G)| = n + k hotic [V(G)] = & + 2 Md. 3.7

|E(G)| = n(n+1)/2 hoac |E(G)| =2

Co6, néu |[Np(v) N S| <k —1va|Np(w)| =1

Lien thong viimoive KvaweS

F (K0S B, | VO IE]+18] 41 Md. B9
E(G) = (5) + (3) + Zoex [Np(v) N S|+

+ Z veEK (|K| - 1)
N (v)NS|£0

Ngoai phang tbi da
K, —e

Co6,néun<3 Md. [3.10

Ménh dé 3.2. Néu H la do thj con cim sinh cia G, thi TS,(H) la do thi con cdim
sinh cia T'Sy(GQ). Dieu ngugc lai khong ding vdi moi k > 2.

Chiing minh. Gia st ton tai I, J € V(TSy(H)) sao cho I.J € E(TSy(G)). Vi IJ €
E(TSk(G)), ton tai u,v € V(G) sao cho I — J = {u}, J — I = {v}, va uwv € E(G).
Vi I,J € V(TSk(H)), nén u,v € V(H). Vi H 1a do thi con cadm sinh cia G va
wv € E(G), ta phai ¢c6 wv € E(H). Do d6, IJ € E(TSx(H)).

Bay gio, néu H = Cy, vi G = K 5,41, ngudi ta c¢6 thé dé dang x4c minh ring
TSi(H) 1a mot do thi con cam sinh ctia T'Si(G) nhung H rd rang khong phai la do

thi con cam sinh cua G. O

Meénh dé 3.3. Cho do thi H, dit G = TS, (H). Khi dé, véi moi k > o(H), G la
do thi cau hinh lai T'Sy,. Cu thé, ton tai mot do thi H' c6 |V (H)|+k —a(H) dinh va
|E(H)| canh sao cho G ~TS,(H').

14



Chaing minh. Goi H' 1a do thi thu dugce bang cach cong tap X gom (k — a(H)) dinh
mdi vao H. Bat ky tap doc lap kich thuéc k nao trong H' déu 1a tap hop clia X va
tap doc lap 16n nhéat trong H. Khi d6, G = T'Symy(H) ~ T'Sx(H'). O

Mot hé qué truc tiép ctia Meénh dé 3.3/ khi H = K,, nhu sau.

Hé qua 3.4. K, la do thi cau hinh lai T'S), vdi moi s6 nguyén k > 2 va n > 2.
Mot hé qua truc tiép ctia Bo dé va Ménh dé nhu sau.

Hé qua 3.5.

(a) P, la do thi cau hinh lai T'Sy, vdi moi s6 nguyén k > 2 van > 1.

(b) C, la do thi cau hinh lai TSy, vdi moi s6 nguyén k > 2 van > 3.

Ching minh.

(a) Vi P, 1a K3-free nén tit Bo dé|3.1]ta c6

Pn ~ LQ(Pn+1) ~ TSQ(PTL—H)'

Giai quyét truong hop k = 2. V6i k = 3, ¢6 a(Pny1) = w(P,1) = 2, do d6 theo
Menh dé 3.3 thi P, 1a dd thi cAu hinh lai T'Sy v6i moi k > 2.

(b) Vi (5 ~ K3, He qué giai quyét truong hop n = 3. Véin > 4, vi C, (n > 4) 1a
Ks-free, tit B dé ta co

Giai quyét truong hop k = 2. Véi k = 3, ¢6 a(C,) = w(C,) = 2, do d6 theo Ménh
d8[3.3thi Cy,(n > 4) 1a d6 thi cdu hinh lai 'Sy cho moi k > 2.

]

Trong nhing diéu kién nhat dinh, c6 thé xay dung do thi cau hinh lai 7S, méi

tit mot cai da biét, nhu trong ménh dé sau.

Meénh dé 3.6. Cho I la mot tap doc lap cia do thi G cho trude. Dat k = |I| + 1.
Cho G' la do thi thu duoc tit G bang cdch thém mot dinh mdi vg va noi né vdi moi
dinh trong V(G) — I. Khi d6, TSx(G") thu dugc ti T'S,(G) bang cdach thém mot nit

mdi I + vg va tat cd cic canh ¢é thé lién thuoc vdi I + vg.
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Chitng minh. Theo dinh nghia, G 1a do thi con cdm sinh ctia G, va do d6 theo Meénh
dé 3.2) TSi(G) 1a d6 thi con cim sinh ctia T'S,(G"). Chi can chi ra ring I + vg la
nit duy nhat trong V(T'Sp(G")) — V(T'Sk(G)). Hay quan sat dieu d6 ddi véi bat ky
J € V(TSK(G") — V(T'Sp(@)), ching ta phéi ¢6 vg € J. Bay gio, néu J # I + vg,
phéi ¢6 w € V(G) — I sao cho w € J. Tuy nhién, theo dinh nghia ctia G’, chung ta
c6 wug € E(G'), mau thuan véi {w,vg} C J € V(T'Si(G")). Do d6, J =1+ vg. O

Meénh dé 3.7. K, la do thi cau hinh lai TS, vdi k > 2 van > m > 1 khi va chi

khim=1van <k hodc m =n = 2.

Chitng minh. (<) Hé qua gidl quyét truong hop m = n = 2, vi Ky ~ Cj.
He qua van con dé xét truong hgp m = 1 va n < k. Trong truong hop
nay, ta can ching minh réng c¢6 ton tai do thi G sao cho T'S,(G) ~ K ,. Dt

I = {a1,...,a;} la mot tap doc lap c6 kich thude k, K, 1la mot cum ¢ céc
dinh 1a by, ..., b,. Xay dung G bang cach néi méi a; véi b;, véi 1 < i < n.

Can ching minh rang T'Sx(G) ~ Ky,. C6 V(T'S,(G)) = I U, J;, trong
d6 J; = I —a; +b; v6i 1 < i < n suy ra T'Sg(G) c6 chinh xac n + 1 dinh.
Ngoai ra, tit cach xay dung ciia G, tap I lién ke v6i moi J; (1 < i < n) trong
TSk(G), vavéimoi 1 <i < j <mn,tacéluon cé |J; — J;| = |J; — J;| = 2, tiic
1a JiJ; ¢ E(TSy(G)). Do d6, TSk(G) ~ K.

(=) Dau tien ta chi ra rang néu m = 1 va n > k + 1, thi khong ton tai G sao cho
TSi(G) =~ K, », trong d6 k > 2. Gia st ngudc lai rdng n > k+ 1 va G ton tai.
Dat V(T'S(G)) = {11, i, ..., J,} va gia sit khong mat tinh tdng quét ring [
ké v6i J; trong T'S,(G) v6i 1 < i <n. Vin > k+ 1, theo nguyen 1y Dirichlet,
phai c¢6 mot dinh u € I; sao cho viéc trugt token & u it nhat sé mang lai két
qua hai tap doc lap c6 kich thuée k khac nhau ctia G, chang han nhu J; va Js,
c& hai déu la lien ké I;. Khi d6, ¢6 thé viet 1 = I +x 4w, J; = [+ + v,
va Jo = I + x4+ w, v6i tap doc lap I kich thuée (k — 2) cia G sao cho khong
¢6 dinh phan biét u, v, w,r nao thudc I. Theo dinh nghia ctia J; va J, ca v
va w déu khong thuoc I;. Bay gio, dat J3 = I + v + w. Ta ¢6 thé xac minh
rang J3 € V(T'Sp(G)) va do d6 J3 phai liéen ké véi I; trong T'S(G), tic la
|J3 — Ji| = 1. Tuy nhién, cht y rang {v,w} C J3 — I;, 1a mot mau thuan.

Van con phéai chiing minh rang néu m > 2 va n > 2, thi khong ton tai G nao sao
cho T'Sk(G) ~ K, .. Mot lan nita, ta gid st nguge lai rang m > 2, n > 2, va G
ton tai. Gia stt T'Sk(G) ¢6 cac tap hop X = {[,..., I} vaY = {Ji,..., .},
trong do6 I; (1 < <m)va J; (1 < j <mn)lacac tap doc lap kich thude k cia G.
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Xét chu trinh I,.J;15J5 c6 do dai 4, va gid stt ban dau ching ta truct cac token
trong [;. Dé hinh thanh mot chu trinh nhu vay, nhiéu nhat hai token trong I,
c6 thé duge di chuyén khoi vi trf ban dau ciia ching, néu khong ching ta can
thuc hieén nhiéu hon bén lan trugt cac token dé c¢6 duge mot chu ky. Hon nita,
ddi véi tap doc lap kich thude (k — 2) I ctia G, cac tap Iy, Ji, I, Jo chi c6 the
6 mot trong hai dang sau (Xem Hinh :

(@) [ =T+x+a;vaJ;=IT+x+b; (1 <i<2). Mot cach tryc quan, diéu nay
tuong ting véi viéc trugt mot token trong I; doc theo chu trinh a;biasbs clia

G.

(b) 1 =1+a1+ay, J=1+b+ay, b=14+b+0by, vai Jo =1+ a+ bs.
Theo triyc giac, diéu nay tuong tng véi viéc truct cac token “trd lai trd di”

doc theo cic canh a1b; va asbs clia G.

Trong ca hai truong hop, khong ¢6 x, a; va b; nao thuoc I, véi 1 <7 < 2. N6
con chiing t6 réang ca hai truong hgp déu dan dén mau thuan. Bay gio, néu (a)
xay ra, dit J = I +a; + ay. Ta c6 thé ching minh réng J € T'S,(G). Theo dinh
nghia cia J, né khong thé ké véi I, trong T'Sy,(G), néu khong thi zay € E(G),
ma mau thudn véi Iy = [ + 2+ ay € V(T'Si(G)). Ngoai ra, J khong thé lién ke
voi Ji, vi{ai,as} C J — Jy. Tuy nhién, vi T'Si(G) ~ K, », nén theo dé J phai

lien ké v6i I, hodc J;, diéu nay mau thuan.

Néu truong hop (b) xdy ra ta dat J € T'S,(G) sao cho J lién ké véi ca I va I,
va J ¢ {J1,J2}. Vin > 2, thi ton tai tap J nhu vay. Bay gio, néu {ai,as} C J,
ta cling ¢6 {ay,as} € J — Iy = J — (I +b; + by). (C4 a; va ay déu khong thuoc
I.) Diéu nay mau thuin véi su lién ké ctia J va I. Do d6, {ai,as} € J, va
tuong tu, {b1, bo} cling vay. Vi J lién ke véi ca I; va I, nén n6 chita it nhat mot
phan tt ctia {a1,as} vd {by, by} tuong tng. Suy ra rang {ay, by} hodc {as, b1}
déu thuoc J. Bay gio, néu {a;,be} C J, thisuyraJ=1+a; +x=1+by+y
véi x,y € V(G) nhu vay zas,yb; € E(G). Khi d6, suy ra x = by va y = ay,
nghia 14 J = I + a; + by = J;, mau thuan. Trudng hop {as, b1} C J c6 thé chi
ra tuong tu.

]

B6 dé 3.8. Cho do thi G. Khi dé, néu TSi(G) ¢6 K,, thy G ciing vay, vdi s6 nguyén
k>2wvan>3.
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L & L b

Hinh 3.2: Hai dang c6 thé c6 ctia chu ky 4 I,J;15.J, trong chiing minh Ménh dé .
O day I 1a tap doc lap kich thude (k — 2) ciia do thi G

Chaing minh. Xét truong hop n = 3, k > 2 va gia st rang T'S,(G) ¢6 mot tam gidce
dugc dan nhan béi cac tap doc lap 11, I», I5. Khong mat tinh tong quat ta c6 thé gia st
L ={ay,...,a_1,w} va I ={ay,...,ax_1, 2}, trong d6 wr € E(G). Bay gio, ¢6 hai
kha nang xay ra cho I3: hodc (1) I3 = {ai,...,ax_1,y} trong dé xy € E(G) hoic (2)
Iy ={ay,...,a;-1,y,0;41,...,a5_1,2} trong d6 a;y € E(G) véii € {1,...,k—1}. Vi
I va I3 ké nhau trong T'Sy,(G) nén chi (1) ¢6 thé x4y ra. Do d6, ta phai c6 yw € E(G)

va do d6 w, z,y xac dinh mot tam giac trong G. [

Dé két thuc phan nay, ta ching minh ring do thi phan chia lien thong 1a mot
do thi cau hinh lai 7'S;, khi va chi khi né théa man mot s6 dicu kien nhat dinh, dugc

mo ta trong bo dé sau.

Ménh dé 3.9. C6 dinh k > 2. Do thj phan chia lién thong (connected split graph)
F = (KUS, E)k_maz la mot do thi cau hinh lai T'Sy khi va chi khi |[Np(v)NS| < k—1
va |Np(w)| =1 cho moiv € K vaw € S.

Ching minh.

(<) D6i v6i do thi phan chia lien thong F = (K U S, F)g_max, ching ta gia st
rang |[Np(v) N S| < k—1 va [Np(w)] = 1 v6i moi v € K, w € S. Thém nita,
dat m = |K| va n = |S|. Gia st raing K = {v,...,v,} va ching ta dit n; =
INp(v)) N S| = [{w}, ..., w, }| véi 1 < i < m. Quan sat thay n =Y " n,; va béi gia
dinh n; < k—1v6imoi 1 < ¢ < m. Chung ta xay dung do thi G sao cho T'S,(G) ~ F

nhu sau.(Hinh
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Hinh 3.3: Xay dyng do thi G sao cho F' ~ T'Sx(G), trong d6 F' 1a do thi phan tach
lien thong théa man Meénh deé . Céc dinh ctia F duge dan nhan bing cac tap G 6n
dinh kich thuéc k. Cac dinh ¢6 hop mau xadm nhat tao thanh mot nhom. Cac dinh

c6 hop mau xam nhat nét dit tao thanh mot tap én dinh

- Dat I = {ay,...,ax_1} 12 mot tap doc lap. Dat K, 1a mot do thi day du kich
thude m, v6i V(K,,) = {b1,...,bn}. Dat K, 1a mot do thi day du kich thudc n,
véi VI(K,) = UL, U?Z:z{x;}

- Do thi G ¢6 V(G) = TUV(K,)UV(K,,). Céc canh ctia G dugc xac dinh bang cach
n6i méi z% € V(K,) véi a; € I (v6i 1 < j <n;) va méi dinh trong V(K,,) — b;.

Dat anh xa f: V(F) — V(T'Sk(QG)) sao cho f(v;) = K' = I + b;, nghia la méi dinh
v; trong F' duge dnh xa thanh mot tap hop dinh K* trong G va f(w}) = K* —a; 42}
cho1 <i<mval<j<mn; Ching minh raing F va T'Si(G) dang cau, tic 1a
uwv € E(F) néu va chi néu f(u)f(v) € BE(TSi(Q)).

(=) Gid st wv € E(F), ttc 1a hodic cd u va v déu thuoc K hodc u € K va
veS Neuu=uv € Kvav=uv €K, vi K, lamotdo thi con day du cta
G, ching ta c6 f(u)f(v) = KK € E(TSy(G)). Ngugc lai, néu u = v; € K va
v =w} € S, vi a; la duy nhat trong {a,...,ar_1} ké véi z trong G, ching ta c6
flu)f(v) = K*(K' — a; + 2%) € E(T'SK(G)).

(<) Gid st f(u)f(v) € E(TSk(G)), tic 1a hodc ca f(u) va f(v) déu thuoe ;" K*
hodc f(u) € UL, K' va f(v) € U?ilU?’:l(K’ —a; + 2%). Néu f(u) = K*' va
f(v) = K7, theo dinh nghia, ching ta c¢6 wv = vv; € E(F). Nguge lai, néu
flu)=K"va f(v) e Ui, U?:1<KZ —ay —|—:L'§-), vi f(u)f(v) € E(TSk(G)), ching ta
phai c6 f(v) = K' —a; + 2} v6i j € {1,...,n;}, va do d6 uv = vaw!, € E(F).
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(=) Gia stt rang hodc (1) ton tai w € S sao cho |Ng(w)| > 2 hodc (2) [Np(w)| =1
cho moi w € S va ton tai v € K sao cho |[Np(v) N S| > k. Ching ta ching minh rang
F khong phai 1a mot do thi cau hinh lai 7'S),. Gia sit ngudc lai rang ton tai mot do thi
G sao cho F ~; T'Si(G). Vi F 1a lien thong, T'S(G) ciing lien thong. Tir B dé[3.8)
ching ta phai ¢6 f(v;) = I+ b; (1 <i<m) trong d6 J;~,{b:} tao thanh mot do thi
con day du K, cia G va I = {ay,...,a,_1} 1a mot tap doc lap cia G — Ng[V (K,,)].

Néu (1) dang, vi |K| = w(F), ton tai ¢ € {1,...,m} sao cho v;w ¢ E(F), néu
khong K + w sé tao thanh mot cum trong F véi kich thude w(F) + 1, diéu nay la
mau thuin. Bo dé cing tic la f(w) = [ +xz véiz € V(G) = V(K,,) — 1. Vi
viw ¢ E(F), ching ta ciing ¢ f(v;) f(w) = (I+b;)(I+x) ¢ E(TSk(Q)), dieu nay tic
la bir ¢ E(G). Sau d6, ta c6 the chitng minh rang J = (I —a;) +b;+2 € V(TSi(G)).
Luu y rang b; ¢ f(v;) =I+0bjchoj#ival<j<m. Vibx¢ FE(G), chung ta c6
x # b;. Ngoai ra, vi x ¢ I, ching ta cling phéai ¢6 = ¢ f(v;). Vi T'Sx(G) lién thong,
J phai ke v6i f(v;)(1 < j < m), dieu nay 1a mot mau thuan vi {b;,z} C J — f(v)
voi j # i (tic 1a J khong ke véi bat ky f(v;) ndo véi j # i) va ez ¢ E(G) (tiace 1a J
khong ke véi f(v;) = I + b;).

Néu (2) dang, gid st rdng v = v; cho mot 86 ¢ € {1,...,m}. Nhu trude do, ta c6
thé chiing minh ring néu f(w) = I +z v6i w € Np(v) NS, phai ton tai mau thuan.
Do do6, d6i v6i moi w € Np(v) NS, ching ta phai ¢6 f(w) = (I —a;) +x+b; voi j €
{1,...,k—1}. Vi |Np(v)NS| > k, bang nguyen 1i Dirichlet, ton tai j € {1,...,k—1}
sao cho f(v) = f(v;) = I +b; ¢6 hai hang x6m khong ké nhau J; = (I — a;) + x1 + b,
va Jo = (I — a;) + x2 + b;. Mot lan nita ca hai z; va zy déu khong thuoc I, va
vi khong c6 mot trong s6 ching ké véi b;, ching ciing khong thuoc {by,..., by}
Diéu nay tic 1a {z, 25} N f(v;)) = 0 véi 1 < i < m. Ta c¢6 thé xac minh ring
J = (I—a;)+x1+x9 € V(TSp(G)) va no khong ke v6i bat ky f(v;) ndo (1 <i <m)
vi {1, 22} C J — f(v;). Diéu nay mau thudn véi tinh lién thong ctia T'Sy(G). O

Chung ta két thic phan nay v6i mot két qua chung ap dung cho tat ca cac do
thi. K3 con dude goi la claw va viéc thém mot canh vao gitta hai dinh bac 1 bat ky
cla no6 sé tao thanh paw. Ky — e con duge goi 1a diamond. (Xem Hinh Mot do
thi outerplanar 1a mot loai do thi c6 thé vé trén mit phing sao cho tat ca cac dinh
déu ndm trén mot vong tron duge goi la "vong ngoai". Cu thé, mot do thi dude goi
1a outerplanar néu cé thé biéu dién trén mit phing sao cho khong cé hai canh nao
cit nhau ngoai viec ching c6 thé cit qua cac dinh ctia do thi. D6 thi ngoai phang cuc

dai 1a do thi ngoai phang do thi trong dé viec thém mot canh sé phéa vé tinh phing.
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Ménh dé 3.10.

(a) Cho G la do thi c6 cdc thanh phan Gi,Gs,...,G, vdi p > 1. Gid st tat cd

Gi(1 < i < p) la do thi cau hinh lgi T'Sy, cho mot s6 nguyén co dinh k > 2. Khi
do G cing vay.

(b) Diamond graph K4 — e la do thi nhé nhat duy nhat khong phdi la do thi cau hinh

lai TS, do thi cho moi k > 2.

(c) Céc do thi tong qudt vdi n > 4 dinh ciia diamond khong phdi la do thi cau hinh

lai TS, cho bat ky k > 2: Do thi ngodi ph(zng toi da va K,, — e.

(d) Ton tai mot do thi cau hinh lai T'Sy, khong lien thong G sao cho mot trong cdc

thanh phan lién thong ciia né khong phdi la do thi cau hinh lai TS, cho bat ky

—

claw

DR

diamond

Hinh 3.4: Cac do thi lien thong bon dinh.

Chiing minh.

(a)

(b)

Gia st H;(1 < i < p) sao cho G; = T'S,(H;). Goi H la d6 thi thu duge bdi ndi
mdi dinh ctia H; véi tat cd cac dinh cia H;, v6imoi 1l <¢ < j <p. Tu cach xay
dung & trén, bat ky tap doc lap kich thudce k nao ctia H ciing phai 1a mot tap
doc lap cta H;, v6ii € {1,...,p}. Két qua la, T'Sp(H) 1a tap hop ctia T'Sy(H;)
vl moi ¢, tic 1a G = T'Sk(H).

Cac do thi c6 tdi da ba dinh 1 hop clia cac duong di va chu trinh, va vi bat k¥
dudng di ho#ic chu trinh nao ciing 1a do thi cdu hinh lai T'Sy, cho k > 2 (He qua
n6 dan dén (a) cling vay. Néu mot do thi ¢6 bén dinh khong lien thong, mdi
thanh phan ctia n6 c6 nhiéu nhat ba dinh, va ching ta xong.

Vi vay, chi cAn xét sau do thi lien thong ¢6 bén dinh duge mo ta trong hinh [3.4]
Trong cac do thi nay, Py, Cy va K4 luon c6 do thi cau hinh lai TS cho k > 2
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va K3 1a do thi cAu hinh lai T'Sy, cho k > 3. Gia stt H 1a do thi kite thu duge
tit mot diamond bang cach gin mot leaf vao mot dinh bac 2 ctia n. C6 thé xéc
minh rang T'So(H) thyc sy 1d mot paw, va vi a(H) = 2, theo Ménh dé thi
TSy(H + (k—2)K;) ciing 1a mot paw, tiic 1a, paw luon la do thi cau hinh lai T'Sj
cho k£ > 2.

Van con phai chiing minh ring diamond khong phai 14 do thi cau hinh lai T'S), vé6i
moi k£ > 2. Gia st ngugc lai rang ton tai do thi Q sao cho Ky —e = T'Si(Q). Theo
B6 dé, cac dinh ctia Ky —e phaithuoc Iy = +a, I, =1+b, Is=1+c¢, I, =
I+d, trong d6 I 1a tap doc lap kich thuée (k—1) cta @ va {a,b,c,d} CV(Q)—1
tao ra mot diamond trong d6, chang han a vi ¢ khong lién ké. Tuy nhién, véi moi
rel,luuyring J = (I — z) + a + c 1a mot tap doc lap kich thude k clia Q, va
do d6 n6 phéai la mot dinh ctia Ky — e, mau thuan vi J & {I1,..., 14}

Ta lap luan tuong ty nhu trong chiing minh cho diamond.

Lay G = TS(diamond + (k — 1)K;). Khong khé dé xac minh ring diamond 13
thanh phan ctia G va tit (b) né khong phéai 1a do thi cau hinh lai T'Sy cho bat ky
k> 2.
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Chuong 4

Cac thuoc tinh ctia do thi cAu hinh

lai

Trong phan nay chiing ta nghién citu céc thudc tinh do thi khac nhau dé xem
lieu ching c6 duge ké thita bdi do thi cau hinh lai 7S, va ngudce lai. Ta ky hieu
P(G) = P(TS(G)) c6 nghia la: néu gid st tinh chat P dang cho G (trong mot s6
truong hop nhat dinh, tinh chat dé luon luon ding, nhung trong mot sé truong hop
khac, n6 c¢6 thé dung hosic khong), didu do c6 ding khong (va theo dé dicu kien) ma
P ctng dung cho T'S(G)? Nguoge lai, P(T'S(G)) = P(G) c6 nghia la néu P dang véi
TS(G) thi khi ndo né dung véi G? Do6i véi moi k ¢d dinh, ching ta xac dinh tuong
tu P(G) = P(TSk(GQ)) va P(T'Sk(G)) = P(G). Vi G ~ T'S1(G), truong hop k =1
la khong dang quan tam nén ching ta chi xét £ > 2.

Vi du, gia st G 1a P, va P 1a “lien thong”. Nhitng gi ching ta mudn biét 1a: néu
P, 1a lien thong (ro rang 1a dung), né c6 dung khong (va dudi diéu kien) ma T'S(P,)
ciing 1a lien thong? Cau hoi nay khong quan trong ddi véi T'S(P,), bdi vi theo dinh
nghia, n6 chita tat ca cac tap on dinh ctia G dudi dang céc dinh, vi du: néi mot tap
hop ¢6 kich thuée k 6n dinh va mot tap hop cé kich thuée k + 1 6n dinh theo mot
canh. Diéu nay c6 nghia la T'S(P,) khong lien thong. Ngay ca ddi véi T'Si(P,) véi
mot s6 k ¢b dinh, cau héi nay khong kho hon nhiéu, vi ngudi ta c¢6 thé xac minh rang
bat k¥ hai bo P, 6n dinh kich thuéc k nao cling c6 thé lien thong bing mot duong
trong T'Sy,(P,) (chi can day cac token vé mot diém cudi ciia duong), c6 nghia la dd thi
dugc lien thong 1o rang. Nhitng cau héi nay thach thic nhiéu hon déi véi cac do thi
G va tinh chat P khac nhau. Két qué ciia ching ta 1a duge tom tit trong Bang [4.1]
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Béng 4.1: Mot s6 thuoc tinh clia cac do thi (cAu hinh lai). O day n = |V(G)]. C6 bén
truong hop: (a) P(G) = P(TS(G)), (b) P(TS(G)) = P(G), (c) P(G) = P(TS(G)),
and (d) P(TSk(G)) = P(G).

P G (a) (b) (c) (d) Ref.
s-partite tong quat co khong Md. 4.1
. co,néuk=2,n>3
P, co,neun <8 Md. 4.2
hoac k>3, n <8
phang tree c6, néun <7 Md. 4.3
Cn 2 ]
co,neun <6 Md. 4.4
lién thong —
Ch khong | ¢6 | c6,néul<k<n/2| Md 4.6
Eulerian -
tong quat || khong | c¢6 | khong khong MD. 4.7
chu vi vo han P, c6, néun < 4 co, néu n < 2k Md. 4.8
chu vi hitu han C, co co,néul <k<n/2| Md. [4.9
co6 K tong quat co khong co Md. [4.10

4.1. s-Partitedness

Céch t0 mau s thich hgp ctia do thi G 1a &nh xa f : V(G) — {0,...,s — 1} sao
cho f(u) # f(v) néu uv € E(G), trong d6 u,v € V(G) va s 1a s6 nguyén duong. Néu
G c6 t6 mau s thich hop, goi né 1a do thi s-partite.

KH: x(G) - sdc s6, 1a s6 s nhé nhét sao cho G ¢6 t6 mau s phu hgp.

Meénh deé 4.1.
(a) G la s-partite khi va chi khi T'S(G) la s-partite. Noi cach khac, x(G) = x(T'S(G)).

(b) Véi méi s > 2, c6 thé zay dung do thi G sao cho x(TSp(G)) < x(G) = s, vdi moi
2 < k< alG).

Chiing minh.

(a) Phai ching minh rang néu G la s-partite thi T'S(G) ciing vay. Vi G la s-partite

nén c6 ton tai mot cach to mau do thi G bang s mau
V(@G —=H{0,...,s—1}

cac dinh ctia G. V6i moi tap doc lap I ctia G, cho g(I) = (3_,.; f(v)) mod s. Vi
G 1a s-partite nén moi T'S-buée chi trugt tit I6p mau nay sang 16p mau khac va
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do d6 néu I va J ké nhau trong T'S(G), g(I) # g(J). Ké qua, g la cach to6 mau
s cua T'S(G), c¢6 nghia la T'S(G) 1a s-partite.

Dé thay ring x(G) = x(T'S(G)), luu ¥ rang vi G ~ T'S;(G) 1a dd thi con clia
TS(G), ta c6 x(G) < x(T'S(G)). Mt khac, néu G ¢6 t6 mau x(G), T'S(G) cing
vay, tiic la x(T'S(G)) < x(G).

(b) C6 dinh s > 2. Cho G’ 1a do thi bat ky c6 x(G') = s va xay dung G tit G’ bing
cach thém mot dinh x bd sung lién ké véi tat ca cac dinh trong V(G'). Ta c6
a(G) = a(G') va vi x can duge t6 bdi mau mdéi nén x(G) = x(G') + 1. V6i mdi
2 < k < a(G) cac tap doc lap kich thude k trong G va G’ 1a giéng het nhau va
quan hé lién ké theo T'S cing vay, do d6 T'Sk(G) ~ TS,(G"). Vi TS,(G") 1a do
thi con ctia T'S(G’) nén ta c6 thé sit dung phan (a) dé c6 dugc:

X(T'Sk(@)) = x(T'Sk(G")) < X(TS(E)) = X(G') = x(G) — 1.

4.2. Phang - Planarity

Do thi duge goi 1a phang néu c6 thé vé né trén mit phang sao cho cac canh
ctia n6 chi gap nhau tai cac dau mut ctia ching. Dinh 1 néi tiéng ctia Kuratowski
néi ring mot do thi G 1a phing néu va chi néu né khong chita bat ki do thi con nao

dong phoi v6i do thi hoan chinh Ky hodc K33 lam do thi con.

Meénh dé 4.2.

(a) TSy(P,) phdng vdi moin > 3.

(b) TS5(P,) la phing vdi moin < 8 va khong phang doi vdi cic truong hop khdc.
(¢) TS(P,) la phang véin < 8 va khong phang doi vdi cdc truong hap khdc.
Chiing minh.

(a) Gia st rang P, = vy...v, (n > 3). V6i mdi nut, ta c6 {v;,v;} € V(TS2(P,))
(1 <id,5 <nvali—j| > 2),céc lan can cia né tao thanh mot tap con khac
r6ng cua {{Ui—b Uj}, {Ui+17 ’Uj}, {UZ', ’Uj_l}, {UZ', ’Uj+1}}. Vi vay, TSQ(PH) c6 thé dugc

nhing vao thanh mot do thi luéi phing n x n, 6 nghia la né ciing 1a do thi phang.
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(b) Trong Hinh I hinh vé phéng ctia T'S3(Ps). Trong hinh 14 hinh cta Kj 3
c6 trong T'S3(Py).

(¢) TS;(Ps) ~ Pg va c6 thé dé dang chitng minh ring T'S,(Ps) ~ Ps. Tt (a), T'Sy(F)
14 phang. Tit (b), T'S3(Fs) 14 phang con T'S5(Py) thi khong.

Hinh 4.1: Ban vé phang ctia T'S3(Pg). Mdi s6 c6 dang abc bén trong mot nit bicu

dién mot tap doc lap {ve, vy, v.} clia Py = vy ... vs.

Ménh dé 4.3. TS(T) la phang vdi moi cay T c6 toi da by dinh va khong phang doi

vdi cac cay khac.
Chitng minh. Mot thuat todn tim kiém trén may tinh cho thay:
e Tit ci 11 cay T ¢6 7 dinh déu théa man T'S(T) 1a phang.

e Trong s6 23 cay T c6 8 dinh, c6 7 cay théa man T'S(T) la khong phang.
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Hinh 4.2: Mot phan cum ctia K33 duge chita trong T'S3(Py). Mdi s6 ¢6 dang abe ben

trong mot nit biu thi mot tap {vg, vs, v.} doc 1ap ctia Py = vy .. . vg.

Meénh dé 4.4.

(a) TS(C,) la phing vdi n < 6 va khong phdang doi vdi cic truong hop khdc.

(b) Xét vé so dinh, Cy la do thi G nhé nhat duy nhat ciia ma TS(G) la khong phdng.
(c) Xét vé s6 canh, ké cd Cy, c6 8 do thi nhé nhat G ma TS(G) la khong phang.
Chitng minh. Mot thuat todn tim kiém trén may tinh cho thiy ring

(a) Dé&i v6i mdi mot do thi trong s6 99 do thi phang lien thong G c6 sau dinh, T'S(G)
la d6 thi phang.

(b) C6 bay cay T tam dinh c6 T'S(T) khong phang. (Ménh dé

(¢) T'S5(C7) khong phing. (Hinh

Hé qua 4.5.
(a) Néu girth(G) > 7 thi do thi TS(G) khong phang.
(b) Ton tai do thi G cé girth la 3 va TS(G) khong phang.

Chiing minh.
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Hinh 4.3: Mot phan tach clia K33 duge chita trong T'S5(Cr). Mbi s6 ¢6 dang ab bén

trong mot nit biéu thi mot tap {v,, vy} doc lap ctia Cr = vy ... v7vy.

(a) Cho C'la mot chu trinh trong G ¢6 chiéu dai chu vi (G) > 7. Luu § rang C' khong
chita bat ky day cung nao; ngudgc lai, ching ta c6 thé tim duge mot chu trinh nhd
hon €', ma mau thuan véi gia dinh. Bay gio, xét do thi con H cta T'S(G) cam
sinh chi béi cac tap hop doc lap trong C. Theo Ménh dé H 1a khong phing,
va T'S(G) cang vay.

(b) Lay G 1a d6 thi thu dugc bang cach ndi moi dinh ctia P, v6i mot dinh nao dé v
khong & P,. Do thi con ctia T'S(G) sinh ra béi cac tap doc lap trong P, 1a khong
phéing khi n > 9 (Menh dé [1.2).

4.3. Eulerianity

D6 thi G 1& do thi Euler néu né c6 chu trinh Euler, mot chu trinh di qua tat ca
cac canh cia G dng mot lan. Do thi G 1a Euler khi va chi khi né liéen thong va moi

dinh déu c6 bac chan.
Ménh dé 4.6. Do thj T'S,(C,,) la Euler, véi 1 < k < n/2.

Chitng minh. Gia st C,, = wyw;...w,. Khong khé dé nhan thiay T'S(G) la lien
thong, vi bat ky tap doc lap kich thudc k nao, trong d6 1 < k < n/2, déu c6 thé duge
cau hinh lai thanh tap doc lap chinh tdc {wy, ws, ..., wori1}-

Gia stt I 1a tap doc lap bat ky cia C), ¢6 kich thude k. Can chitng minh réng
degrs(c,)(I) 1a s6 chdn. Thay chi cac dudng di c6 do dai 16 t6i da P = vjvs ... g
trong C,, théa man {vy,vs, ..., ve41} € I dnh hudng dén degrg(c,) (1), va méi duong
di nhw vay déng gop hoac 0 hodc 2 dén degrg(c, ) (1) Do d6 degpg e, (I) 1aso chén. [

28



Ménh dé 4.7.

(a) V&i moi do thi Fuler G c¢é n > 4 dinh, moi thanh phan cia T'So(G) la Euler.

(b) Ton tai mot do thi Euler G ma T'Sx(G) khong la Euler, vdi moi k € {3,...,a(G)}.

(c) Véi moi do thi G, néu TS(G) la Euler thi G ciing vay. Hon nita, vdi moi k > 2,

ngudi ta cé thé zay dung do thi G sao cho G khong phdi la Euler ma T.Si(G) la
Euler.

Chiing minh.

(a)

Chi can chiing minh rang moi nit ctia T'S3(G) déu ¢ bac chdn. Lay bat ky tap
doc lap I = {vy,v2}. Chung ta cé

degrs,(c)(I) = dega(v1) + dega(ve) — 2| Ng(vi) N Nea(vs)l,
luén chén vi vay G la Euler.

V6i k > 3, 1ay G 13 do thi chita ding hai chu trinh: Cs va Cyp = vy . . . vy Lutu
v rang a(G) = [+ 1. Gid stt cac dinh ctia Cy 4 theo thit ty nguge chiéu kim dong
ho, V(C3)NV (Coy1) = {v1}. V613 < k < I+1, goi I = {w, vor1, V2,04, . .., Vok—2) },
trong d6 w € V(C3) — v1. Trong nhitng trudng hop nay, déu c6 degrg, () (1) = 3,
va do d6 T'S,(G) khong phai 1a Euler.

R0 rang, néu T'S(G) 1a Euler thi né phai lién thong, va do d6 ching ta c6 T'S(G) ~
TS1(G) ~ G, tic 1a G cing 1a Euler. V6i k = 2, goi G 1a do thi thu duge bang
cach n6éi K, véi mot dinh duy nhat. Vi G ¢6 dinh bac 1, né khong phai 1 Euler.
Ngudi ta c6 thé chitng minh ring T'S5(G) ~ Cs va do d6 no la Euler. Véi k > 3,
goi G 1a do thi thu dude bing cach néi mot dinh C5 véi mot diem cudi clia Ps va
v6i k — 2 dinh méi. Lai c¢6, vi G ¢6 dinh bac 1 nén n6 la khong phai Euler. Ngusi
ta c6 thé ching minh ring TSy (G) ~ Cy va do d6 no6 la Euler.

4.4. Chu vi - Girth

Nh&c lai rang girth(G) 1a kich thuée nhé nhéat cia mot chu trinh trong G va 1a

oo néu G khong c6 chu trinh.
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Ménh dé 4.8. Vdi moi n > 2k + 1, girth(TS,(P,)) la 4 va oo nguoc lai. Do dé,
girth(T'S(Py,)) la 4 vdi moi n > 5 va oo trong truong hop nguge lai.

Chitng minh. Tu Meénh de , vi T'S(P,) 1a do thi ludng cyc nén né khong chita Cs
nao, va do d6 T'Si(P,) ciing vay. Dit Pyy1 = 10 . .. vay1. C6 the dé dang thiy rang
TSk (Poyy1) c6 Cy chita tap doc lap kich thuée k I = {vy,vy,v7,v9, ..., Vops1}. V6i
n > 2k + 1, vi Py, 12 do thi con cAm sinh ctia P,, Ménh de tiic 1a T'Sk(Pogs1)
ciing 14 do thi con cadm sinh ctia T'S(P,), va do d6 T'Sk(P,) cling chita Cy. Do do,
girth(7T'S(P,)) 1a 4 cho moi n > 2k + 1. Can chiing minh rang khi n < 2k thi do
thi T'S,(P,) khong c6 chu trinh. Dé thay diéu nay, hay luu ¥ ring ching ta ciing c6
k < a(P,) = [n/2]. Do d6, k = n/2 hodc k = (n+ 1)/2 va trong cé hai truong hop
nguoi ta c6 the ching minh rang TSk (P,) khong c6 chu trinh. Do dé, vi T'Sy(P,)
l1a do thi con cadm sinh ctia T'S(P,) nén ching ta c¢6 girth(T'S(P,)) la 4 v6i moi
n>5=2x2+1 va oo ngugc lai. O

Ménh dé 4.9. Vi 1 < k < n/2, girth(TSi(C,)) = n. Néu k = n/2 ching ta cé
girth(T'S,(Cy,)) = oo. Do do, girth(T'S(C,,)) = n.

Chiaing minh. Gia st rang I = {v1, v, ..., v} 1a mot tap doc lap ctia C,, trong d6
1<k< 7’L/2 va {?Ji}izl
khong c6 token nao cé thé vuot lén tren bat ky token nao khac nén bat ky chu ky C

 dugce sap xép theo huéng nguge chiéu kim dong ho. Vi

-----

nao trong T.S(C,,) chita I phai dugc hinh thanh bing cach di chuyén cic token theo
huéng nguge chiéu kim dong ho sao cho cudi cling, token ban dau duge dat trén v;
duge dat tren v;1(i = 1,2,...,k — 1) va token ban dau dugc dit trén vy, 1a duge dat
tren v;. Ngudi ta ¢ thé dat dugce ké hoach nay véi chinh xac n truct token, véi dieu
kien 1a 1 < k < n/2. Néu k = n/2 thi do thi T'S,(C,,) chita ding hai dinh co lap.
Khi d6, chu vi ctia n6 1a co. Do d6, vi T'S(C,,) 1a mot do thi con cia T'S(C,) vdéi
1 <k <n/2th girth(T'S(C,,)) = n. O

4.5. Cum cé kich thuéc nhat dinh

Meénh dé 4.10.

(a) G ¢6 Kg khi va chi khi TS(G) c¢6 Ky (s > 3).

(b) Ton tai mot do thi phan tach G sao cho G ¢6 K, va TSy(G) (k > 2) khong cé.

Chiing minh.
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(a) (=) Vi G ~T5(G) ma T'S1(G) 1a do thi con clia T'S(G).
(<=) Dua vao Bo dé .

(b) Xét mot do thi phan tach G = (K U S, E)k_maz, trong dé |K| = s va ton tai
v € K vOi UyesNg(w) = {v} titc 1a tap lan can ctia méi dinh trong S déu bao
gom dinh v. Diéu nay ddm béo ring khi ta x6a v, cac dinh trong S khong con c6
canh ké v6i nhau nita. Gia st ngugc lai rang T'S(G)(k > 2) ¢6 K,. Tu do, theo
B6 dé [3.8 sé ton tai mot token ¢ di chuyén qua tat ca céc dinh trong K. Tuy
nhién, vi & > 2, luon c6 it nhat mot token ¢’ # ¢ trong S, do dé ¢ khong thé bao
gio di chuyén dén v. Didu nay mau thuin véi viec G c6 K,. Do d6, T'Sk(G) (k > 2)
khong c6 K.
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KET LUAN

Trong khoéa luan nay, trong tam chinh ctia ching to6i 1a phan loai va tinh chat
clia do thi cau hinh lai cia cac tap doc lap theo TS.

Trong Chuong 3, chiing t6i da trinh bay cac diéu kién can va da dé do thi G 1a
mot do thi cau hinh lai TSy (k > 2), trong d6 G thuoc céc 16p do thi gidi han nhat
dinh, cu thé la do thi hoan chinh, duong di, chu trinh, do thi ludng cuc hoan chinh,
do thi phan chia lien thong, do thi ngoai phéng cuc dai va do thi hoan chinh trit mot
canh. Ngay ca khi k = 2 thi van chua biét diéu kien can va di dé mot rimg la mot
do6 thi cau hinh lai 7'S). Ching t6i nhan xét rang “la mot do thi cAu hinh lai T'S,”
khong c¢6 tinh ké thita, ngay ca doi véi cay. Vi du K; 3 thi khong 1a mot do thi cau
hinh lai 7S, (Ménh dé[3.7) nhung néu ching ta thay thé mot canh bing P, thi d6 la
(Hinh . Meénh dé|3.8| cung cap mot cai nhin sau sic hitu ich: cho mot ring F, néu
ton tai G sao cho F ~ T'Sy(G), do thi G phai 14 Ps-free (vi du: xem do6 thi G trong
Hinh .

Trong Chuong 4, ching toi da chuyén trong tam sang mot s6 thuoc tinh ctia do
thi, cu thé 1a tinh s-partite, tinh phéng, Euler, chu vi v& kich thudc clia cum, dong
thoi cung cap cac vi du va chiing minh chi ra rang déi v6i mot s6 do thi G cho truéc,
mot s6 do thi T'S(G) va T'Sk(G) chac chan (khong) ké thita mot s6 tinh chat tu G
va ngudc lai. Vé dac diém cau tric ctia T'S(G) va T'Si(G) van chua duge nghién citu
mot cach c6 hé théng, mot sb6 luong 16n cac cau hoéi theo hudng nay cé thé thu duge
bang cich mé rong két qua ciia ching toi hodc don gidn 1a chi dinh mot 16p do thi

hoac mot thude tinh chua duge xem xét.
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Phu luc A: Kha nang lién théng va
dudng kinh cta 7T'S;.(G) cho cac 16p
do thi cu the.

0%0 N
D)@ N
(G)

TZTSQ

G

Hinh 4.4: Viéc thay thé mot canh ctia K 3 bang P, sé tao ra mot cay T ciing 1a mot
do thi cau hinh lai T'S,. Mbi nit ab trong T thé hién cho mot tap hop 6n dinh c6
kich thuéc 2 cua G.

D6i v6i do thi G nhat dinh, Bang [4.2| bao gom mot s6 thudc tinh ctia kha ning
két ndi va duong kinh ctia T'Si(G) c6 thé duge suy ra tit cac két qua da biét.

1. Kaminski va cong su. [12], cho thay kha niang cau hinh lai duong dan ngan nhat
trong cac do thi chung véi tap doc 1ap cau hinh lai theo bat ky T'S, T'J hoac
nao khi do thi dau vao 14 mot do thi hoan hdo. Két hop viéc gidm bét ching

tlr viec cau hinh lai duong di sao cho théa man diéu kién nao do.

Ngusi ta c6 thé xay dung mot do thi G hoan héo trong d6 T'S,(G) khong lién
thong. Chang han, lay G la K ,,. Khi do6, véi n > k + 1, T'Si(G) la khong lien
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Béang 4.2: Khé nang lien thong va dudng kinh TS,(G) (2 < k < a(G)). O day

n=|V(G)|.
G (don, lien thong) _ G k< alG)) Ref.
luon lién thong? duong kinh

1 hoan hao khong O(2™)

2 | even-hole-free | ¢6, néu k = a(G) || O(n), néu k = a(G) | [11,12]
3 Py-free khong O(n?)
4 claw-free co O(poly(n)) 5]
) tree ' khong O(n?) 8]
6 duong di co

7 | hoan vi ludng cuc c6 O(n?) [10]
8 interval khong O(kn?) [4, 6]

9-6.

thong. Dieu nay ciing ap dung cho cac 16p do thi khac nhu do thi Py-free, cay,
do thi hoan vi ludng ciic va do thi khodng.

. Ho cling chi ra rang TJx(G) lien thong va dudng kinh ctia né la O(n) khi

G 1a d6 thi lien thong even-hole-free. Nhan thay ring khi & = «o(G), ta ¢6
TJ(G) =~ TSu(Q).

Kaminski va cong su. [12] da thiét ké mot thuat toan thoi gian tuyén tinh deé
quyét dinh lieu c6 1a duong di gitta I, J € T'Si(G), va néu c6, tao ra duong di
ngan nhat, trong dé G 1a Py-free. Ngudi ta c6 thé xac minh rang thuat toan ciia

ho thuc sy tao ra mot duong di trong T'S,(G) cta do dai O(n?).

Bonsma va cong sy [5] chiing t6 ring khi G 1a do thi lien thong claw-free thi
T'Sk(G) 1a luon lien thong va ho cung cap thuat todn thoi gian da thiic dé xuat
ra duong di gitta cap I, J € T'S,(G) bat ky.

Demaine va cong su [8] da thiét ké mot thuat toan thai gian tuyén tinh dé quyét
dinh xem liéu ton tai mot duong di gitta I, J € T'S(G), va néu c6, xuat ra mot
duong di c6 do dai O(n?), véi dicu kien G 1a mot cay. Ho ciing dua ra mot vi du
vé mot truong hop (G, I, J) trong d6 G 1a mot duong di va do dai clia duong
di ngén nhat gitta I, J € T'S(GQ) 1a Q(n?).

Fox-Epstein va cong sy [10] da thiét ké mot thuat todn thai gian khéi dé quyét

dinh xem liéu ton tai mot duong di gitta I, J € T'Si(G), va néu c6, xuat ra mot
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duong di c6 do dai O(n?), v6i diéu kien G 1a do thi hoan vi ludng cyc.

. Bonamy va Bousquet [4] da thiét ké thuat toan thoi gian da thiic dé quyét dinh
licu T'Si(G) duge két noi khi G 1a do thi khoang. Tuy nhien, ho da khong cung
cap bat ky uéc tinh ndo vé dudng kinh ctia n6. Dudc thic day bdi cau hoéi nay,
Briariski et al [6] gan day cho thay duong kinh ctia T'Si(G) 1a O(kn?).

35



Tai liéu tham khao

1]

[10]

Alavi, Behzad, Erdos, Lick, Double vertex graphs, Journal of Combinatorics, In-
formation and System Sciences, 16(1) (1991), 37-50.

Avis, D., Hoang, D.A.; A note on acyclic token sliding reconfiguration graphs of
independent sets, arXiv:2301.00317, (2023).

Bern, M.W., Eppstein, Mesh generation and optimal triangulation, In: Du, D.Z.,
Hwang, F.K.M.(eds.) Computing in Euclidean Geometry, no. 1 in Lecture Notes
Series on Computing, (1992), 23-90.

Bonamy, M., Bousquet, N., Token sliding on chordal graphs, Proceedings of WG
2017, LNCS, 10520(1) (2017), 127-1309.

Bonsma, P.S., Kaminski, M., Wrochna, M., Reconfiguring independent sets in
claw-free graphs, Proceedings of SWAT 2014, LNCS, 8503(1) (2014), 86-97.

Brianski, M., Felsner, S., Hodor, J., Micek, P., Reconfiguring independent sets on
interval graphs, In: Bonchi, F., Puglisi, S.J. (eds.) Proceedings of MFCS 2021,
LIPIcs, 202(1) (2021), 23:1-23:14.

Collins, K.L., Trenk, A.N., Split graphs. Topics in Algorithmic Graph Theory,
Encyclopedia of Mathematics and its Applications, (2021), 189-206.

Demaine, E.D., Demaine, M.L., Fox-Epstein, E., Hoang, D.A., Tto, T., Ono, H.,
Otachi, Y., Uehara, R., Yamada, T. ,Linear-time algorithm for sliding tokens on
trees, Theoretical Computer Science, 600(1) (2015), 132-142.

Diestel, R., Graph theory, Graduate Texts in Mathematics, Springer, Berlin,
173(5) (2017).

Fox-Epstein, E., Hoang, D.A., Otachi, Y., Uehara, R., Sliding token on bipartite
permutation graphs, Proceedings of ISAAC 2015, LNCS, 9472(1) (2015), 237-
247.

36


arXiv:2301.00317

[11]

[12]

[13]

[15]

[16]

[17]

[18]

Kaminski, M., Medvedev, P., Milani¢, M., Shortest paths between shortest paths,
Theoretical Computer Science, 412(39) (2011), 5205-5210.

Kaminski, M., Medvedev, P., Milani¢, M., Complexity of independent set recon-
figurability problems, Theoretical Computer Science. 439(1) (2012), 9-15.

Lawson, C.L., Software for C1 surface interpolation, Mathematical Software,
(1977), 161-194.

Monroy, R.F., Flores-Penaloza, D., Huemer, C., Hurtado, F., Urrutia, J., Wood,
D.R., Token graphs. Graphs and Conbinatorics, 28(3) (2012), 365-380.

Mynhardt, C., Nasserasr, S., Reconfiguration of colourings and dominating sets

in graphs, Combinatorics, Graph Theory and Computing, (2019), 171-191.
Nishimura, N., Introduction to reconfiguration, Algorithms, 11(4) (2018), 52.

Preparata, F.P., Shamos, M.I., Computational Geometry: An Introduction,
Springer, Berlin, (1985).

Van den Heuvel, J., The complexity of change, Surveys in Combinatorics, London
Mathematical Society Lecture Note Series, 409(1) (2013), 127-160.

37



	Tổng quan
	Đặt vấn đề
	Quy tắc trượt token (Quy tắc TS)
	Phạm vi nghiên cứu
	Nghiên cứu chính

	Một số kiến thức chuẩn bị
	Đồ thị vô hướng
	Đồ thị cấu hình lại

	Đồ thị có là đồ thị cấu hình lại?
	Các thuộc tính của đồ thị cấu hình lại
	s-Partitedness
	Phẳng - Planarity 
	Eulerianity
	Chu vi - Girth
	Cụm có kích thước nhất định


