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LỜI MỞ ĐẦU

Trong Toán học và Tin học, lý thuyết đồ thị tập trung nghiên cứu về một đối

tượng cơ bản là đồ thị - một đối tượng có tính ứng dụng rất cao trong thực tế. Mô

hình đồ thị xuất hiện xung quanh ta, trong nhiều lĩnh vực của cuộc sống, như giao

thông, cấu trúc website,... Một cách trừu tượng hóa, đồ thị là một tập các đối tượng

được gọi là các đỉnh (hoặc nút) được nối với nhau bằng các cạnh (hoặc cung) và được

biểu diễn theo nhiều cách khác nhau trong Toán học và Tin học. Cùng những ứng

dụng thực tế là các bài toán cần được giải quyết sinh ra, ở đây chúng tôi sẽ trình bày

bài toán về đồ thị tái cấu hình các tập không dư thừa.

Các vấn đề tái cấu hình xoay quanh việc xác định các điều kiện để chuyển đổi

một giải pháp khả thi của một vấn đề cụ thể thành một giải pháp khả thi khác thông

qua một chuỗi các giải pháp khả thi liên tiếp, sao cho mỗi hai giải pháp liên tiếp là

kề nhau theo một mối quan hệ kề cụ thể. Các giải pháp này cùng với mối quan hệ kề

tạo thành các đỉnh và cạnh của đồ thị tái cấu hình tương ứng. Các câu hỏi điển hình

về đồ thị tái cấu hình liên quan đến cấu trúc của chúng (liên thông, Hamiltonicity,

đường kính, đồng phẳng) có khả thi (đồ thị nào có thể được thực hiện như một loại

cụ thể của đồ thị tái cấu hình) và tính chất thuật toán (tìm đường đi ngắn nhất giữa

các giải pháp nhanh chóng).

Các phiên bản tái cấu hình của việc tô màu đồ thị và các vấn đề đồ thị khác, như

các tập độc lập, đầy đủ (clique) và phủ đỉnh (vertex cover), được thực hiện nghiên

cứu trong [1, 18, 6, 7, 23, 24].

Các vấn đề tái cấu hình thống trị (domination) liên quan đến các tập thống

trị(dominating sets) của các kích thước khác nhau được xem xét lần đầu vào năm 2014

bởi Haas và Seyffarth [19] và sau đó được thực hiện nghiên cứu trong [21, 20, 2, 10].

Các vấn đề tái cấu hình thống trị chỉ liên quan đến các tập thống trị có kích thước

tối thiểu đã được giới thiệu bởi Fricke, Hedetniemi, Hedetniemi và Hutson [13], và

cũng được thực hiện nghiên cứu trong [1, 12, 3, 16, 22, 11, 17, 14, 4]. Ở nghiên cứu

này chúng tôi nghiên cứu về đồ thị không dư thừa cực đại (gọi tắt là đồ thị IR) của

một đồ thị G đã cho, các phương pháp mà các tập không dư thừa lớn nhất (được

định nghĩa bên dưới) của G có thể được tái cấu hình liên tiếp thành các tập khác
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nhau bằng cách hoán đổi một đỉnh cho một đỉnh lân cận trong mỗi bước.

Khóa luận tập trung làm rõ một số vấn đề sau: Trình bày ý tưởng về tính khả thi

các phương pháp mà các tập không dư thừa IR của G có thể được tái cấu hình liên

tiếp thành các tập khác nhau bằng cách hoán đổi một đỉnh duy nhất với một đỉnh

kề trong mỗi bước. Các khái niệm và tính chất liên quan đến phương pháp, nội dung

phương pháp và cuối cùng là các ví dụ cũng như kết quả nghiên cứu để minh họa cho

cho các phương pháp tái cấu hình.

Bố cục của khóa luận bao gồm 3 chương:

• Chương 1 của khóa luận trình bày tóm tắt một số kết quả đã biết, các định lý

và kết quả cơ bản liên quan đến khóa luận và các lý thuyết nền tảng của khóa

luận.

• Chương 2 của khóa luận tập trung trình bày ý tưởng, các khái niệm và tính

chất và nội dung cơ bản của Đồ thị IR với từng cấu trúc đồ thị.

• Chương 3 Trình bày các kết luận và bài toán mở và hướng nghiên cứu tiếp theo.

Do thời gian thực hiện khóa luận không nhiều, kiến thức còn hạn chế nên khi làm

khóa luận không tránh khỏi những hạn chế và sai sót. Tác giả mong nhận được sự

góp ý và những ý kiến phản biện của quý thầy cô và bạn đọc.

Xin chân thành cảm ơn!

Hà Nội, ngày 19 tháng 05 năm 2024

Sinh viên

Phan Minh Vũ
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Chương 1

Một số kiến thức và kiến thức liên

quan

1.1. Kiến thức cơ bản trong đồ thị

1.1.1. Tập thống trị (dominating sets)

Định nghĩa 1.1.1. Một tập thống trị (dominating set) D của đồ thi G = (V,E) là

tập con của V thỏa mãn với mọi v ∈ V \D tồn tại u ∈ D sao cho u và v là liền kề.

1.1.2. Các lân cận mở và đóng (open and closed neighbour-

hoods)

Định nghĩa 1.1.2. Cho đồ thị G = (V,E), một tập D thống trị tập A ⊆ V (G) nếu

A ⊆ N [D], và thống trị đồ thị G nếu N [D] = V (G). Các lân cận mở và đóng của

một đỉnh v của G lần lượt là: N(v) = {u ∈ V | uv ∈ E} và N [v] = N(v) ∪ {v}.

Các lân cận mở và đóng của một tập đỉnh D ⊆ V lần lượt là: N(D) =
⋃

v∈D N(v) và

N [D] = N(D) ∪D.
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1.1.3. Lân cận riêng tư (private neighbour)

Định nghĩa 1.1.3. Một D-lân cận riêng của v ∈ D là một đỉnh v′ được thống trị

bởi v, nhưng không được thống trị bởi bất kỳ đỉnh nào trong D − {v}

PN(v,D) = N [v]−N [D − {v}] (1.1.1)

1.1.4. Tập thống trị tối thiểu (minimum dominating set)

Định nghĩa 1.1.4. Một tập thống trị D là một tập thống trị tối thiểu nếu không có

tập con nào của D là tập thống trị. Tức là D là thống trị tối thiểu nếu và chỉ nếu

∀v ∈ D, ∃D-lân cận riêng tư.

• γ(G): là kích thước tập thống trị nhỏ nhất.

• Γ(G): là kích thước tập thống trị tối thiểu lớn nhất (hay còn gọi là tập thống

trị tối thiểu có số phần tử nhiều nhất).

1.1.5. Lân cận riêng tư bên ngoài (extenal private neighbour)

Định nghĩa 1.1.5. Nếu u ∈ PN(v,D) và u ̸= v thì u ∈ V − D, trong trường hợp

này u được gọi là một đỉnh ngoài D-lân cận riêng (external D-private neighbour) của

v. Ta ký hiệu tập các D-lân cận riêng ngoài của v là EPN(v,D).

1.1.6. Tính chất một số đồ thị trong nghiên cứu

Đồ thị đầy đủ hai phần K1,k, với k ≥ 1, được gọi là đồ thị sao. Giả sử K1,k có các

tập phân biệt {u} và {v1, . . . , vk}. Đồ thị nhện kép Sp(l1, . . . , lk), với li ≥ 1, k ≥ 2, là

một cây được thu được từ K1,k bằng cách phân chia cạnh uvi li − 1 lần.

Đồ thị sao kép S(k, n) là cây thu được bằng cách kết nối trung tâm của các sao

K1,k và K1,n. Đồ thị nhện kép Sp(l1, . . . , lk) được thu được từ S(k, n) bằng cách phân

chia các cạnh của đồ thị con K1,k bởi li − 1 lần, với i = 1, . . . , k, và các cạnh của đồ

thị con K1,n bởi mi − 1 lần, với i = 1, . . . , n.

6



1.2. Các định nghĩa trong đồ thị IR(G)

1.2.1. Tập không dư thừa

Định nghĩa 1.2.1. Tập các đỉnh D của đồ thị G = (V,E) được gọi là không dư thừa,

nếu với mọi v ∈ D, v là đỉnh cô lập trong đồ thị con được cảm sinh bỏi D hoặc v kề

với một đỉnh w ∈ V −D và w không kề với đỉnh nào khác trong D.

Khi này chúng ta cần chú ý:

• Cho D là tập không dư thừa của G, và với mỗi v ∈ D, v ∈ PN(v,D) khi và chỉ

khi v độc lập trong đồ thị con G[D] sinh ra bởi D.

• Một đỉnh cô lập của G[D] có thể hoặc không có một đỉnh ngoài D-lân cận

riêng (external D-private neighbour), nhưng nếu v có bậc dương trong G[D] thì

EPN(v,D) ̸= ∅.

Ví dụ.

Hình 1.1: Đồ thị G và các tập không dư thừa A = {a, b, c}, B = {b, c, d}.

− Mỗi đỉnh trongA có bậc dương trong đồ thịG[A], ta có: PN(a,A) = EPN(a,A) =

{d}, PN(b, A) = EPN(b, A) = {e} và PN(c, A) = EPN(c, A) = {f}.

− Ngược lại, B là một tập độc lập đồ thị G[B], ta có: PN(b, B) = {b, e} và

EPN(b, B) = {e}, PN(c,D) = {c}, PN(d,D) = {d} vàEPN(c,D) = EPN(d,D) =

∅.
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Định nghĩa 1.2.2. Ta ký hiệu IR(G) là kích thước lớn nhất trong đồ thị G, hay còn

gọi là tập không dư thừa cực đại trong đồ thị G. Một tập không dư thừa cực đại của

G là một tập không dư thừa có kích thước là IR(G).

Một đồ thị không dư thừa còn thỏa mãn tính chất tất cả các đồ thị không liên

thông đều là đồ thị không dư thừa, nhưng vẫn có một số đồ thị liên thông ngoại lệ

(ví dụ: sao K1,n với n ≥ 2, P4, P5, C5, C6, C7).

Định nghĩa 1.2.3. Tập không dư thừa theo [8]

Một tập D ⊆ V là tập không dư thừa nếu PN(v,D) ̸= ∅ đối với mỗi v ∈ D, và là

không dư thừa cực đại nếu không có tập cha nào của D là không dư thừa. Số không

dư thừa ir(G) là số phần tử ít nhất của một tập không dư thừa cực đại trong G, số

phần tử nhiều nhất của một tập không dư thừa trong G là IR(G). Tập ir của đồ thị

G là tập không dư thừa có kích thước là ir(G), tập IR của đồ thị G là tập không dư

thừa có kích thước là IR(G).

Quan sát 1. Nếu một tập là không dư thừa và thống trị, nó là tập không dư thừa

cực đại và tập thống trị tối thiểu.

Quan sát 2. Một tập thống trị là tập thống trị tối thiểu nếu và chỉ nếu nó là tập

không dư thừa.

Quan sát 3. Bất kỳ tập độc lập nào cũng đều là không dư thừa, và bất kỳ tập độc

lập cực đại nào cũng là thống trị tối thiểu và không dư thừa cực đại.

fed

ca b

G

fed

ca b w

x

v

H

u

Hình 1.2: Đồ thị G và các tập IR(G) là A = {a, b, c}, B = {b, c, d}, và một đồ thị H

với tập IR(G) không là tập thống trị {u, v, w}.
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Tuy nhiên, một tập không dư thừa cực đại không nhất thiết phải là tập thống

trị; tập IR{u, v, w} của đồ thị H trong Hình 1.2 là một ví dụ về trường hợp này,

việc thêm bất kỳ đỉnh nào để thống trị x sẽ mất đi lân cận riêng tư của các đỉnh khác.

1.2.2. Đồ thị tái cấu hình

Việc tái cấu hình liên quan đến các mối quan hệ giữa các giải pháp cho một vấn

đề cụ thể, trong đó việc tái cấu hình từ một giải pháp sang một giải pháp khác là

một chuỗi các bước sao cho mỗi bước tạo ra một giải pháp trung gian khả thi. Không

gian giải pháp có thể được biểu diễn dưới dạng một đồ thị tái cấu hình, trong đó hai

đỉnh đại diện cho các giải pháp là liền kề nếu giữa chúng có quan hệ cụ thể trực tiếp

tới nhau. Các giải pháp và các mối quan hệ liền kề của chúng tạo thành tập đỉnh và

tập cạnh của đồ thị tái cấu hình liên quan.

1.2.3. Đồ thị IR

Định nghĩa 1.2.4. Đồ thị IR của G, ký hiệu G(IR), là đồ thị có tập đỉnh bao gồm

các tập IR(G), tức là các tập không dư thừa của G có số phần tử lớn nhất, trong đó

hai tập IR(G) D và D′ là kề nhau nếu và chỉ nếu tồn tại các đỉnh u ∈ D và v ∈ D′

sao cho uv ∈ E(G) và D′ = (D − {u}) ∪ {v}. Chúng tôi viết ngắn gọn biểu thức

D′ = (D − {u}) ∪ {v} thành D
uv∼ D′, và cũng viết D ∼H D′ để chỉ rằng D và D′

kề nhau trong H = G(IR). Khi D
uv∼ D′, chúng tôi nói rằng v được đổi chỗ vào và u

được đổi chỗ ra khỏi tập IR(G), hoặc đơn giản là u và v được đổi chỗ. Ký hiệu u ∼ v

(u ≁ v, tương ứng) chỉ ra rằng u kề (không kề) với v; đôi khi chúng tôi viết u ∼G v

để làm nổi bật rằng u kề với v trong đồ thị G.

Ví dụ.

Chúng ta cho trước đồ thị G = (V,E) như hình 1.2.3 và chỉ ra nó có các tập IR

gồm:

• X0 = {a, b, e}

• X1 = {b, c, e}
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• X2 = {c, e, f}

• X3 = {c, f, g}

• X4 = {a, b, c}

• X5 = {e, f, g}

Hình 1.3: Đồ thị G và đồ thị IR của G.

Ta xây dựng được đồ thị IR với các đỉnh là các tập IR như Hình 1.2.3, trong đó

ta thấy:

• X0 ∼G(IR) X1 qua cạnh ac.

• X1 ∼G(IR) X4 qua cạnh ae.

• X1 ∼G(IR) X2 qua cạnh bf .

• X2 ∼G(IR) X5 qua cạnh cg.

• X2 ∼G(IR) X3 qua cạnh eg.
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Chương 2

Một số tính chất của đồ thị IR

2.1. Kết quả cơ bản

Chúng ta bắt đầu bằng việc nêu ra một số kết quả đơn giản về đồ thị IR. Ký hiệu

hợp của các đồ thị G1 và G2 là G1+G2, và tích Descartes của chúng là G1×G2. Nếu

Gi
∼= G với i = 1, ..., n, thì hợp G1 + · · · + Gn được ký hiệu là nG và tích Descartes

G1 × · · · ×Gn được ký hiệu là Gn

Rõ ràng, IR(G) = 1 nếu và chỉ nếu G = Kn, n ≥ 1. Do đó, Kn có n tập IR, và

bất kỳ hai tập nào trong chúng đều kề nhau trong Kn(IR), tức là Kn(IR) = Kn.

Mệnh đề 2.1.1. (i) Nếu H1 và H2 là đồ thị IR, thì H1 ×H2 là một đồ thị IR.

(ii) Đối với mọi n ≥ 1, hypercube Qn là một đồ thị IR. Đặc biệt, C4
∼= Q2 là một

đồ thị IR.

Chứng minh:

(i) Nếu H1 = G1(IR) và H2 = G2(IR), thì H1 ×H2 = (G1 +G2)(IR).

(ii) Cho G = nK2. Khi đó, G(IR) = (K2)
n ∼= Qn.

Kết quả tiếp theo là có ý nghĩa độc lập và cũng được sử dụng suốt bài báo để tìm

thêm các tập IR bằng cách sử dụng lân cận riêng tư bên ngoài trong một tập IR đã

cho. Đối với một tập không dư thừa X, chúng ta chia X thành các tập con Y và Z

(một trong hai tập có thể là rỗng), trong đó mỗi đỉnh trong Z cô lập trong G[X] và

mỗi đỉnh trong Y có ít nhất một lân cận riêng tư bên ngoài. (Phân chia này không
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nhất thiết phải là duy nhất. Các đỉnh cô lập của G[X] có lân cận riêng tư bên ngoài

có thể được phân bố một cách tùy ý vào Y hoặc Z.) Đối với mỗi y ∈ Y , chúng ta

đặt y′ ∈ EPN(y,X) và định nghĩa Y ′ = {y′ : y ∈ Y }. Đặt X ′ = (X − Y )∪ {Y ′}; lưu

ý rằng |X| = |X ′|. Chúng tôi gọi X ′ là tập flip-set của X, hoặc để chính xác hơn, là

tập flip-set của X sử dụng Y ′.

Ví dụ.

Hình 2.1: Mô tả các quan hệ từng tập thành phần trong tập không dư thừa X = Y ∪Z

và X ′ = Y ′ ∪ Z

Ta có thể thấy:

• Với mỗi đỉnh trong tập Y ∈ X sẽ có một lân cận riêng tư bên ngoài trong tập

Y ′ ∈ X ′, ở đây là: EPN(y1, X) = y′1 và EPN(y2, X) = y′2, tương tự với Y ′.

• Với mỗi đỉnh trong Z đều là đỉnh cô lập trong đồ thị G[X] và G[X ′], ở đây là:

z1, z2 là cô lập.

Mệnh đề 2.1.2. Nếu X là một tập IR của G, thì bất kỳ tập flip-set X ′ nào của X

cũng là một tập IR.

Chứng minh: Xét bất kỳ x ∈ X ′. Chúng tôi sẽ chỉ ra rằng x có một lân cận

riêng tư đối với X ′.

• Đối với x ∈ Z ta chứng minh tính cô lập của x: Với các ký hiệu như kết quả bên

trên, x ∈ Z = X − Y = X ′ − Y ′. Theo định nghĩa của Z, x cô lập trong G[X].

Vì mỗi đỉnh trong Y ′ có một lân cận riêng tư bên ngoài trong X của một đỉnh
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y ∈ Y nào đó, không có đỉnh nào trong Y ′ kề x. Do đó, x được cô lập trong

G[X ′], tức là x ∈ PN(x,X ′).

• Tiếp theo giả sử x ∈ Y ′ ta chứng minh mỗi đỉnh trong x đều có một lân cận

riêng tư bên ngooài: Khi đó, x = y′ với một số y ∈ Y , nghĩa là y′ có một lân

cận riêng tư bên ngoài trong X của một đỉnh y ∈ V (G)−X ′. Chúng ta sẽ chỉ

ra rằng y là một lân cận riêng tư bên ngoài của y′ trong X ′ . Bây giờ y không

kề với tất cả các đỉnh trong Z vì những đỉnh này là cô lập trong G[X], và y

không kề với tất cả các đỉnh trong Y ′−{y}, vì mỗi v′ ∈ Y ′−{y′} có một ngoài

lân cận riêng tư trong X với một đỉnh v ∈ Y − {y}. Do đó, y ∈ EPN(y′, X ′),

tức là y ∈ EPN(x,X ′). Như vậy, X ′ là một tập không dư thừa. Vì |X ′| = |X|,

X ′ là một tập IR của G.

2.2. Đồ thị IR không liên thông

all edges

all edges

G:

Y
H

1

2

x1

y1

H X

Hình 2.2: Đồ thị G trong chứng minh phần 2.2.1

Ta biết qua nghiên cứu ở đồ thị [9] thì mọi đồ thị đều là γ-graph. Để chỉ ra cụ

thể một đồ thị H với V (H) = v1, . . . , vn là một đồ thi γ, ta sẽ xây dựng một đồ thị

cha G của H với γ(G) = 2. Trong đó một số đỉnh u ∈ V (G)− V (H) thuộc tất cả các
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tập γ, tức là {u, v1}, ..., {u, vn}.

Cho H là một đồ thị không liên thông tùy ý, sao cho H1 là thành phần chứa các

đỉnh liên thông trong H, và H2 là thành phần chứa các định độc lập trong H. Ta sẽ

xây dựng một đồ thị cha G cho đồ thị H sao cho tập IR có hai tập Ri và Sj. Mỗi

Ri có dạng {ui} ∪ X trong đó ui ∈ V (H1) và X ⊆ V (G) − V (H). Mỗi Sj có dạng

{vj} ∪ Y trong đó vj ∈ V (H2) và Y ⊆ V (G) − V (H) − X. Khi này ta có các cạnh

giữa ui của H1 xác định các cạnh trong các đỉnh Ri của G(IR), tương tự các cạnh

giữa các đỉnh vj của H2 xác định các cạnh trong các đỉnh Sj của G(IR). Điều này

chỉ ra rằng G(IR) ∼= H.

Định lý 2.2.1. Mọi đồ thị không liên thông đều là một đồ thị IR của mọi đồ thị G.

Chứng minh. Cho đồ thị H là đồ thị không liên thông bậc n, H1 là thành phần

liên thông trong H, và H2 là kết hợp của các thành phần còn lại trong H. Gọi

V (H1) = {u1, . . . , un1} và V (H2) = {v1, . . . , vn2}.

Đối với mọi N ≥ n = n1 + n2, xét hai tập phân biệt X = {x1, ..., xN} và Y =

{y1, ..., yN}. Ta tạo đồ thị G của H, sao cho G[X] ∼= G[Y ] ∼= KN , mỗi đỉnh trong

X ∪{y1} đều kề với mọi đỉnh trong H1, mỗi đỉnh trong Y ∪{x1} đều kề với mọi đỉnh

trong H2, và xi ∼ yi với i = 2, ..., N .

Xem hình 2.2. Gọi V1 = X ∪ V (H1) và V2 = Y ∪ V (H2).

Đối với mọi i ∈ {1, ..., n1}, Ri = {ui} ∪ X là một tập không dư thừa trên G,

vì y1 ∈ EPN(ui, Ri), v1 ∈ EPN(x1, Ri) và yj ∈ EPN(xj, Ri) với j ∈ {2, ..., N}.

Tương tự, đối với mọi i ∈ {1, ..., n2}, Si = {vi} ∪ Y là không dư thừa. Dễ dàng thấy

|Ri| = |Si| = N + 1.

Chúng ta sẽ chỉ ra rằng IR(G) = N + 1 và các tập Ri và Si là duy nhất các tập

IR của G:

Cho D là bất kỳ tập không dư thừa cực đại nào đó trong G. Đầu tiên giả sử

D ∩ V (H) = ∅. Nếu thêm vào đó, D ∩X = ∅ hoặc D ∩ Y = ∅ thì |D| ≤ N , và nếu

xi, yj ∈ D cho một số i, j, thì {xi, yj} thống trị G, do đó là tập không dư thừa lớn

nhất, vì vậy D = {xi, yj} and |D| = 2 ≤ N .

Bây giờ giả sử D chứa ít nhất hai đỉnh ui của H1. (Kết quả tương tự nếu D chứa
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ít nhất hai đỉnh của H2). Nếu D chứa ít nhất một đỉnh trong X ∪ {y1}, thì các ui

không phải là cô lập trong G[D] và không có lân cận riêng tư nào trong V1∪{y1}, và

chúng không có lân cận nào trong V2 − {y1}. Do đó PN(ui, D) = ∅, mâu thuẫn. Do

đó D∩ (X ∪{y1}) = ∅ và PN(ui, D) ⊆ V (H1). Kết quả là I1 = D∩V (H1) là một tập

không dư thừa của H1. Nếu yj ∈ D cho j ≥ 2, thì PN(yj, D) ⊆ V2 − {y1} ⊆ N [yj].

Do đó D ∩ V2 = {yj} và |D| ≤ IR(H1) + 1 ≤ N . Ngược lại, nếu D ∩ Y = ∅ và I2 là

bất kỳ tập không dư thừa nào của H2, thì I1 ∪ I2 là tập không dư thừa cực đại trong

G. Trong trường hợp này |D| ≤ IR(H1) + IR(H2) ≤ n ≤ N .

Cuối cùng, giả sử D chỉ chứa một đỉnh ui của H1. Vì ui thống trị X ∪ {y1}, các

lân cận riêng tư của tất cả các đỉnh khác trong D thuộc V (H1) ∪ V2 − {y1}. Nếu

xj ∈ D cho một số j, thì PN(ui, D) = {y1}, do đó D ∩ V2 = ∅ và |D| ≤ N + 1.

Hơn nữa, nếu |D| = N + 1, thì D = Ri. Do đó chúng ta có thể giả định rằng

D ∩ V1 = {ui}. Nếu y1 ∈ D, thì {ui, y1} thống trị trên G, do đó D = {ui, y1}. Nếu

yj ∈ D cho j ≥ 2, thì {ui, yj} thống trị trên G − V (H1). Dưới giả định được đề cập

ở trên rằng D ∩ V (H1) = {ui}, ta có được rằng {ui} là tập không dư thừa cực đại

trong H1. Do đó D = {ui, yj}. Nếu D ∩ Y = ∅, thì D = {ui} ∪ I, nơi I là một tập

không dư thừa của H2. Trong tất cả các trường hợp, |D| ≤ IR(H1)+IR(H2) ≤ n ≤ N .

Kết quả là Ri = {ui} ∪X, i ∈ {1, ..., n1}, và Si = {vi} ∪ Y , i ∈ {1, ..., n2}, là duy

nhất các tập IR của G. Gọi H∗ = G(IR) với V (H∗) = {Ri : i ∈ {1, ..., n1}} ∪ {Si :

i ∈ {1, ..., n2}}. Lưu ý rằng Ri ∼H∗ Rj nếu và chỉ nếu ui ∼G uj nếu và chỉ nếu

ui ∼H1 uj, và Si ∼H∗ Sj nếu và chỉ nếu vi ∼G vj nếu và chỉ nếu vi ∼H2 vj. Do đó

H∗[{R1, ..., Rn1}] ∼= H1 và H∗[{S1, ..., Sn2}] ∼= H2. Vì |Ri − Sj| > 1 cho mọi i và j

không có Ri nào kề trong H∗ đối với bất kỳ Sj nào; do đó H ∼= H∗.

2.3. Đồ thị IR liên thông

Trong bổ đề đầu tiên, chúng tôi sử dụng Mệnh đề 2.1.2 để khám phá thêm vai trò

của các lân cận riêng tư bên ngoài và các tập flip-sets trong việc xây dựng các đồ thị

IR. Kết hợp bổ đề 2.3.1 và 2.3.2 dẫn đến kết quả rằng không phải tất cả các đồ thị
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liên thông đều là đồ thị IR.

Bổ đề 2.3.1. Nếu G có một tập IR X trong đó ít nhất hai đỉnh có lân cận riêng tư

bên ngoài và đồ thị IR H của G là liên thông, thì H có một chu trình 4 đỉnh bao gồm

tập X, hoặc diam(H) ≥ 3 và dH(X,X ′) ≥ 3 cho bất kỳ flip-set X ′ của X.

Chứng minh. Gọi X = {x1, ..., xr} là một tập IR của G sao cho, đối với một số k ≥ 2,

x1, ..., xk đều có lân cận riêng tư bên ngoài, trong khi xk+1, ..., xr cô lập trong G[X]

(và có thể có hoặc không có lân cận riêng tư bên ngoài). Đối với i = 1, ..., k, chọn

x′
i ∈ EPN(xi, X) và cho X ′ = (X − {x1, ..., xk}) ∪ {x′

1, ..., x
′
k}. Theo Mệnh đề 2.1.2,

X ′ là một tập IR(G).

Đầu tiên giả sử rằng k = 2 và cho Xi = (X − {xi}) ∪ {x′
i}, i = 1, 2. Vì x′

i ∈

EPN(xi, X) và x1x2 là cạnh duy nhất có thể của G[X], mỗi Xi đều là độc lập và do

đó là một tập IR(G). Hơn nữa, (X
x1x′

1∼ H X1

x2x′
2∼ H X ′ x′

1x1∼ H X2

x′
2x2∼ H X), nghĩa là H

có một chu trình 4 đỉnh C. Vì |X −X ′| = |X1 −X2| = 2, X ≁ X ′ và X1 ≁ X2, do đó

C là một chu trình 4 đỉnh bao gồm X.

Bây giờ giả sử k ≥ 3. Khi đó |X − X ′| = k ≥ 3, và vì H liên thông, ít nhất ba

lần đổi chỗ cần thiết để cấu hình lại X thành X ′. Do đó dH(X,X ′) ≥ 3 và do đó

diam(H) ≥ 3, như đã khẳng định.

Chúng tôi đưa ra ba hệ quả trực tiếp của Bổ đề 2.3.1.

Hệ quả 2.3.1. Nếu G có một tập IR không độc lập và đồ thị IR H của G là liên

thông, thì H có một chu trình 4 đỉnh hoặc diam(H) ≥ 3.

Vì các tập IR X,X1, X2, X
′ trong phần đầu của chứng minh của Bổ đề 2.3.1 tạo

ra một C4, nên chúng tôi có kết quả sau.

Hệ quả 2.3.2. Nếu đồ thị IR H của G là liên thông và G có một tập IR X sao cho

(i) G[X] có đúng một cạnh, hoặc

(ii) X là độc lập nhưng ít nhất hai đỉnh có lân cận riêng tư bên ngoài X, thì X nằm

trên một chu trình 4 đỉnh của H.

Trong phần thứ hai của chứng minh của Bổ đề 2.3.1, nếu một số tập IR X của G

chứa k đỉnh có bậc dương trong G[X], thì dH(X,X ′) ≥ k. Kết quả tiếp theo là:
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Hệ quả 2.3.3. Nếu đồ thị IR H của G là liên thông và G có một tập IR X chứa

k ≥ 3 đỉnh có bậc dương trong G[X], hoặc có lân cận riêng tư bên ngoài X, thì

diam(H) ≥ k.

Chúng tôi tiếp tục xem xét các đồ thị mà các tập IR của chúng là độc lập và đồ

thị IR của chúng là liên thông. Bổ đề 2.3.2 minh họa rằng các đồ thị IR của những

đồ thị này là một chu trình.

Bổ đề 2.3.2. Cho G là một đồ thị thỏa mãn tất cả các tập IR của nó đều là độc lập.

Nếu đồ thị IR H của G là liên thông và có thứ ít nhất ba đỉnh, thì H chứa một tam

giác hoặc một chu trình C4.

Chứng minh. Chứng minh H chứa một tam giác: Nếu IR(G) = 1, thì G = Kn cho

một số n, vì vậy H = Kn. Khi đó n ≥ 3 và H có một tam giác. Do đó chúng ta giả

sử rằng IR(G) ≥ 2. Gọi X0 = {x1, ..., xr} là tập IR(G) bất kỳ và không mất tính

tổng quát, X1 = {b, x2, ..., xr}, trong đó b ∼ x1, là một tập IR(G) sao cho X0 ∼H X1.

Gọi X2 là bất kỳ tập IR(G) khác. Nếu X2 = {c, x2, ..., xr}, thì b ∼ c, nếu không

(X0 − {x1}) ∪ {b, c} là một tập độc lập (do đó là một tập IR) có số phần tử lớn hơn

X0, điều này là không thể. Tương tự, x1 ∼ c. Khi đó X0
x1b∼H X1

bc∼H X2
cx1∼H X0 và

H có một tam giác.

Chứng minh H chứa một chu trình C4: Tương tự trên, mà không mất tính tổng

quát, ta giả sử X2 = {b, c, x3, ..., xr}, trong đó c ∼ x2. Vì X1 là độc lập, nên b ≁

x2, ..., xr, và vì X2 là độc lập, nên c ≁ b, x3, ..., xr. Đặt X3 = {x1, c, x3, ..., xr}. Nếu

c ∼ x1, thì G[X3] chỉ có cạnh x1c. Vì b ∈ EPN(x1, X3) và x2 ∈ EPN(c,X3), X3, nên

X3 là một tập IR(G) chứa một cạnh, điều này không đúng. Do đó c ≁ x1, vì vậy X3

là một tập IR(G) độc lập và (X0
x1b∼H X1

x2c∼H X2
bx1∼H X3

cx2∼H X0) tạo thành một

chu trình 4 chu trình trong H.

Chúng tôi sử dụng Hệ quả 2.3.1 và Bổ đề 2.3.2 để chứng minh kết quả tiếp theo

của chúng tôi, cho thấy rằng không phải tất cả các đồ thị liên thông đều là đồ thị IR.

Mệnh đề 2.3.1. Nếu H là một đồ thị IR có đường kính 2, thì H có một chu trình

C4.
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Chứng minh. Giả sử bằng phản chứng rằng H là một đồ thị không chứa chu trình C4

với diam(H) = 2, và H = G(IR) đối với đồ thị G nào đó. Theo Hệ quả 2.3.1, mỗi tập

IR của G là độc lập. Vì H là liên thông nhưng không phải đồ thị đầy đủ, IR(G) ≥ 2

và G có ít nhất ba tập IR. Giả sử G có k tập IR. Hãy chọn X0 = {x1, ..., xr} là bất

kỳ tập IR(G) và không mất tính tổng quát, X1 = {b, x2, ..., xr}, trong đó b ∼ x1,

là một tập IR(G) sao cho X0 ∼H X1. Như đã cho thấy trong đoạn văn thứ hai của

chứng minh của Bổ đề 2.3.2, nếu G có một tập IR (độc lập) {y, c, x3, ..., xr}, trong

đó y ∈ {x1, b}, thì H chứa một chu trình C4. Do đó, tất cả các tập IR(G) đều là các

tập độc lập dạng Yi = {yi, x2, ..., xr}, i = 1, ..., k, như được thể hiện trong đoạn văn

đầu tiên của chứng minh của Bổ đề 2.3.2, G[{y1, ..., yk}] là một đồ thị đầy đủ. Khi

đó Yi ∼H Yj cho tất cả 1 ≤ i < j ≤ k, điều này muốn nói rằng H ∼= G[{y1, ..., yk}]

cũng là đầy đủ. Điều này mâu thuẫn với diam(H) = 2.

Do Mệnh đề 2.3.1, các cây có đường kính 2 tức là các sao K1,n không phải là đồ

thị IR. Chúng tôi tổng quát hóa kết quả này để bao gồm tất cả các đồ thị không đầy

đủ có các đỉnh toàn cục.

Mệnh đề 2.3.2. Nếu H là một đồ thị không đầy đủ có một đỉnh toàn cục, thì H

không phải là một đồ thị IR.

Chứng minh. Vì H không đầy đủ và có một đỉnh toàn cục diam(H) = 2. Giả sử phản

chứng rằng H = G(IR) cho một số đồ thị G. Hãy chọn u là một đỉnh toàn cục của

H và X = {x1, ..., xr} là tập IR(G) tương ứng với u (X là tập IR(G) kề với tất cả

các tập IR(G) khác). Vì diam(G) = 2, Hệ quả 2.3.3 cho thấy rằng G[X] chứa không

quá một cạnh. Vì X không nằm trên một chu trình C4 trong H, Hệ quả 2.3.2(i) cho

thấy rằng X là độc lập.

Vì H không đầy đủ, tồn tại các tập IR(G) Y1, Y2, Y3 khác nhau so với X, lại có

Y1 ∼H Y2 ∼H Y3 nhưng Y1 ≁H Y3. Hơn nữa, X ∼H Yi cho i = 1, 2, 3. Mà không mất

tổng quát, giả sử rằng Y2 = {b, x2, ..., xr}, trong đó x1 ∼ b.

• Chúng tôi chỉ ra rằng Y1 = {a, x2, ..., xr}, trong đó x1 ∼ a và a ∼ b.

Vì Y1 ∼H Y2, |Y1 − Y2| = 1. Giả sử rằng x1 ∈ Y1 và b /∈ Y1; giả sử Y1 =

{x1, y2, x3, ..., xr}, trong đó y2 ̸= b và x2 ∼ y2. Khi đó |Y1 − Y2| = |{x1, y2}| = 2,

điều này là một mâu thuẫn.
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Giả sử {x1, b} ⊆ Y1. Chúng ta có thể giả sử mà không mất tổng quát rằng

Y1 = {x1, b, x3, ..., xr}, trong đó x2 ∼ b. Khi đó Y1 và Y2 khác nhau chỉ trong việc

x1 ∈ Y1 − Y2 và x2 ∈ Y2 − Y1. Vì Y1 ∼ Y2, chúng ta suy ra rằng x1 ∼ x2. Tuy nhiên,

điều này là một mâu thuẫn vì X là độc lập.

Do đó Y1 = {a, x2, ..., xr}, trong đó x1 ∼ a và a ∼ b. Tương tự, Y3 = {c, x2, ..., xr},

trong đó c ̸= a, x1 ∼ c và c ∼ b. Vì hiệu đối xứng Y1 △ Y3 = {a, c} và Y1 ≁ Y3, chúng

ta suy ra rằng a ≁ c. Vì |Y1 ∪ {c}| > IR(G), chúng ta biết rằng G[Y1 ∪ {c}] chứa một

cạnh. Vì ac /∈ E(G) và X là độc lập, chúng ta có thể giả sử mà không mất tổng quát

rằng ax2 là một cạnh của G[Y1]. (Cùng một lý luận được áp dụng nếu c kề với một

đỉnh trong {x2, ..., xr}). Nhưng Y1 là một tập IR(G) và diam(H) = 2, do đó theo Hệ

quả 2.3.3, ax2 là cạnh duy nhất của G[Y1].

Chọn d ∈ EPN(x2, Y1). Vì X là độc lập và d ∼ x2, chúng ta biết rằng d ̸= x1. Vì

ax2 là cạnh duy nhất của G[Y1] và d ∈ EPN(x2, Y1), tập Z = (Y1 − {x2}) ∪ {d} =

{a, d, x3, ..., xr} là độc lập, do đó là một tập IR(G). Tuy nhiên, |X −Z| = 2, nghĩa là

dH(X,Z) ≥ 2, điều này mâu thuẫn với sự thật rằng X tương ứng với đỉnh toàn cục

u của H. Vậy H không phải là đồ thị IR nếu H là đồ thị không đầy đủ và có một

đỉnh toàn cục.

2.4. Cây IR có đường kính 3 hoặc 4

Chúng tôi tiếp tục tiến hành tìm các đồ thị có thể thực hiện được dưới dạng đồ

thị IR bằng cách xem xét các cây IR (cây mà là các đồ thị IR). Vì tất cả các đồ thị

đầy đủ đều là đồ thị IR, K1 và K2 là các cây IR. Chúng tôi sẽ chứng minh (xem Định

lý 2.4.2) rằng cây IR không đầy đủ nhỏ nhất là đồ thị sao kép S(2, 2) có bậc là 6.

Chúng ta biết từ các Mệnh đề 2.3.1 và 2.3.2 rằng các cây có đường kính là 2 (nghĩa

là các đồ thị sao) không phải là đồ thị IR. Bây giờ chúng tôi tập trung vào các cây

có đường kính là 3 và 4. Bổ đề 2.4.1 là một kết quả quan trọng khác khám phá vai

trò của các lân cận riêng tư và các tập flip-set hữu ích trong cả hai trường hợp này.

Bằng cách này, nó cung cấp thông tin về cấu trúc của các đồ thị IR của các đồ thị

có các loại tập IR cụ thể.
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Bổ đề 2.4.1. Hãy cho H là một đồ thị IR liên thông của một đồ thị G. Giả sử X

là một tập IR(G) sao cho chính xác ba đỉnh x1, x2, x3 có bậc dương trong G[X]. Đối

với i = 1, 2, 3 chọn x′
i ∈ EPN(xi, X) và cho X ′ là flip-set của X sử dụng {x′

1, x
′
2, x

′
3}.

Nếu dH(X,X ′) = 3 thì H chứa một chu trình 4 đỉnh cảm sinh, hoặc một đồ thị sao

kép S(2, 2) cảm sinh mà trong đó X và X ′ là đối cực (đối cực: là khoảng cách lớn

nhất giữa 2 lá).

Chứng minh. Chúng ta có thể chứng minh sự xuất hiện của đồ thị sao kép S(2, 2)

cảm sinh:

Giả sử dH(X,X ′) = 3 và H không chứa C4 được cảm sinh. Chúng ta chọn P :

(X = X0, X1, X2, X3 = X ′) là một đường đi ngắn nhất X-X ′ trong H. Vì |X −

X ′| = dH(X,X ′) = 3, chúng ta có thể giả sử mà không mất tính tổng quát rằng

X1 = {x′
1, x2, ..., xr}, X2 = {x′

1, x
′
2, x3, ..., xr} và X3 = {x′

1, x
′
2, x

′
3, x4, ..., xr}. Vì x′

1 ≁

x2, x3, ..., xr theo tính chất lân cận riêng tư của x1, cạnh duy nhất có thể có trong

G[X1] là x2x3. Bằng Hệ quả 2.3.2(i) và giả thiết của chúng ta rằng H không chứa một

C4 được cảm sinh, chúng ta có thể giả sử x2 ≁ x3. Vì x1, x2, x3 có bậc dương trong

G[X], x1 ∼ x2, x3. Tương tự, cạnh duy nhất có thể có trong G[X2] là x′
1x

′
2, và một

lần nữa chúng ta có thể giả sử rằng x′
1 ≁ x′

2. Áp dụng Hệ quả 2.3.2(i) cho X3, chúng

ta có (a) x′
1 ≁ x′

3 ≁ x′
2 hoặc (b) x′

1 ∼ x′
3 ∼ x′

2.

Giả sử (a) đúng và xem xét R = {x1, x2, x
′
3, x4, ..., xr}. Vì x′

3 ∈ EPN(x3, X), x1x2

là cạnh duy nhất của G[R]. Tuy nhiên, x′
i ∈ EPN(xi, R) cho i = 1, 2, vì vậy R là một

tập IR(G). Theo Hệ quả 2.3.2(i), H có một chu trình 4 đỉnh, điều này không đúng.

Do đó giả sử (b) đúng và xem xét tập W = {x′
2, x

′
3, x3, x4, ..., xr}.

∗ Vì x1 ∼ x3 trong khi x1 không kề với x′
2, x

′
3, x4, ..., xr, x1 ∈ EPN(x3,W ).

∗ Vì x′
1 ∼ x′

3 trong khi x′
1 không kề với x′

2, x3, ..., xr, x′
1 ∈ EPN(x′

3,W ).

∗ Vì x2 ∼ x′
2 trong khi x2 không kề với x′

3, x3, ..., xr, x2 ∈ EPN(x′
2,W ).

∗ Vì xi là cô lập trong G[W ] với mọi i ≥ 4, xi ∈ PN(xi,W ).

Do đó, W là một tập IR(G). Vì x′
3 ∼ x′

1, W ∼H X2. Theo Mệnh đề 2.1.2, flip-set

U = {x1, x
′
1, x2, x4, ..., xr} của W cũng là một tập IR(G). Vì x1 ∼ x3, nên U ∼H X1.
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Vì U và W không kề nhau và không kề với các tập IR(G) X,X2, X3 và X,X1, X3,

tương ứng, nên H chứa đồ thị sao kép S(2, 2) như một đồ thị con được cảm sinh. Vì

P là một đường đi ngắn nhất X-X ′, X và X ′ là các lá đối diện của đồ thị sao kép

này.

Hình 2.3: Đồ thị IR H = S(2, 2) của G

Chúng tôi tiếp tục nghiên cứu của mình về các cây có thể thực hiện được dưới

dạng các cây IR và xác định cây IR nhỏ nhất với đường kính là 3. Như đã nêu trong

phần giới thiệu, một tính chất thường được nghiên cứu của đồ thị tái cấu hình là

đường kính của nó. Cụ thể, một đường kính nhỏ của một đồ thị IR cho thấy rằng việc

chuyển đổi từ một tập IR sang tập IR khác trong đồ thị nguồn tương đối dễ dàng.

gfe

c

H = G

a
cef

efg

abe

bce

abc

cfg

b

G (IR)

Hình 2.4: Đồ thị G và đồ thị IR H = S(2, 2) của G

Mệnh đề 2.4.1. Sao kép S(2, 2) là cây IR nhỏ nhất duy nhất với đường kính là 3.

Chứng minh. Giả sử T với diam(T ) = 3 là một cây IR của đồ thị G. Theo Hệ quả

2.3.2 và 2.3.3, Tất cả tập IR của G là độc lập hoặc cảm sinh một đồ thị 3 đỉnh có

bậc dương. Nếu tất cả các tập IR là độc lập thì đồ thị IR của G có một chu trình
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theo Bổ đề 2.3.2. Mặt khác, nếu G có một tập IR X chứa ba đỉnh x1, x2, x3 có bậc

dương trong G[X], thì Bổ đề 2.4.1 chỉ ra rằng T có S(2, 2) làm đồ thị cảm sinh. Đồ

thị G trong Hình 2.4 làm một ví dụ về một đồ thị cho G(IR) ∼= S(2, 2). (Xác minh

điều này liên quan đến việc tìm kiếm toàn diện nhưng đơn giản về các tập IR(G) và

sự kề nhau của chúng.)

Cho phần còn lại của bài báo, chúng tôi xem xét các cây có đường kính là 4. Mục

tiêu của chúng tôi là chứng minh rằng đồ thị nhện kép Sp(1, 1; 1, 2) là cây IR nhỏ

nhất duy nhất với đường kính là 4. Trường hợp này dường như khó khăn hơn so với

các chủ đề trước đó và đòi hỏi một vấn đề kỹ thuật. Trước tiên, chúng tôi phát biểu

một quan sát đơn giản để tham khảo.

Quan sát 4. Nếu P : (v0, ..., v4) là một đường đi trong một cây T và u là một đỉnh

sao cho d(u, v2) ≥ 3 hoặc d(u, v1) ≥ 4, thì diam(T ) ≥ 5.

Chứng minh. Với những ký hiệu cho trước như trên, chúng tôi thực hiện chứng minh

diam(T ) ≥ 5 cho từng trường hợp đề cập tới ở quan sát:

1. Trường hợp

a. Đường đi từ u đến v2 không đi qua đỉnh nào trên P : d(u, v2) ≥ 3:

∗ Khoảng cách từ u đến v2 ít nhất 3 cạnh.

∗ Đường đi từ v2 đến v0 hoặc v4 là 2 cạnh (vì v0, v1, v2, v3, v4 là đường

đi liên tiếp).

∗ Do đó, nếu xét khoảng cách từ u đến v0 qua v2, ta có:

d(u, v0) = d(u, v2) + d(v2, v0) ≥ 3 + 2 = 5
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∗ Tương tự, nếu xét khoảng cách từ u đến v4 qua v2, ta có:

d(u, v4) = d(u, v2) + d(v2, v4) ≥ 3 + 2 = 5

∗ Vậy nên diam(T ) ≥ 5

b. Đường đi từ u đến v2 có đi qua v1 (ta có kết quả tương tự với đi qua v3):

∗ Khoảng cách từ u đến v2 ít nhất 3 cạnh và có đi qua v1, tức là d(u, v1) ≥

2, và vì d(v1, v2) = 1, ta có:

d(u, v2) = d(u, v1) + d(v1, v2) ≥ 3

∗ Nếu d(u, v1) = 2, ta có d(u, v2) = 2 + 1 = 3.

∗ Xét khoảng cách từ v2 đến v0 đây là một mâu thuẫn (do tính chất

không có chu trình của cây và tính chất khoảng cách của đường kính

(diam)), vậy ta xét đi đến v4:

d(v2, v4) = 2

∗ Vậy khoảng cách từ u đến v4 có độ dài:

d(u, v4) = d(u, v2) + d(v2, v4) = 3 + 2 = 5

∗ Vậy diam(T ) ≥ 5.

c. Đường đi từ u đến v2 có đi qua v0 (ta có kết quả tương tự với đi qua v4):

∗ Khoảng cách từ u đến v2 ít nhất 3 cạnh và có đi qua v0, tức là d(u, v0) ≥

1, và vì d(v0, v2) = 2, ta có:

d(u, v2) = d(u, v0) + d(v0, v2) ≥ 3
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∗ Nếu d(u, v0) = 1, ta có d(u, v2) = 1 + 2 = 3.

∗ Xét khoảng cách từ v2 đến v4:

d(v2, v4) = 2

∗ Vậy khoảng cách từ u đến v4 có độ dài:

d(u, v4) = d(u, v2) + d(v2, v4) = 3 + 2 = 5

∗ Vậy diam(T ) ≥ 5.

2. Trường hợp d(u, v1) ≥ 4:

a. Đường đi từ u đến v1 không đi qua đỉnh nào trên P :

∗ Khoảng cách từ u đến v1 ít nhất 4 cạnh.

∗ Khoảng cách từ v1 đến v4 là 3 cạnh (vì v0, v1, v2, v3, v4 là đường đi liên

tiếp).

∗ Do đó, nếu xét khoảng cách từ u đến v4 qua v1, ta có:

d(u, v4) = d(u, v1) + d(v1, v4) ≥ 4 + 3 = 7
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∗ Vì d(u, v4) ≥ 7, hiển nhiên diam(T ) ≥ 5

b. Đường đi từ u đến v1 có đi qua v0:

∗ Khoảng cách từ u đến v1 ít nhất là 4 cạnh và có đi qua v0, tức là

d(u, v0) ≥ 3, và vì d(v0, v1) = 1, ta có:

d(u, v1) = d(u, v0) + d(v0, v1) ≥ 4

∗ Nếu khoảng cách d(u, v0) = 3, ta có d(u, v1) = d(u, v0) + d(v0, v1) = 4

∗ Khoảng cách từ v1 đến v4 là 3 cạnh.

∗ Vậy xét khoảng cách từ u đến v4:

d(u, v4) = d(u, v1) + d(v1, v4) = 4 + 3 = 7

∗ Do đó, diam(T ) ≥ 7.

c. Đường đi từ u đến v1 có đi qua v2:

∗ Khoảng cách từ u đến v1 ít nhất là 4 cạnh và có đi qua v2, tức là

d(u, v2) ≥ 3, và vì d(v2, v1) = 1, ta có:

d(u, v1) = d(u, v2) + d(v2, v1) ≥ 4
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∗ Nếu khoảng cách d(u, v2) = 3, ta có d(u, v1) = d(u, v2) + d(v2, v1) = 4

∗ Xét khoảng cách từ v1 đến v4 đây là một mâu thuẫn (do tính chất

không có chu trình của cây và tính chất khoảng cách của đường kính

(diam)), vậy ta xét đi đến v0:

d(v1, v0) = 1

∗ Vậy xét khoảng cách từ u đến v0:

d(u, v4) = d(u, v1) + d(v1, v0) = 4 + 1 = 5

∗ Do đó, diam(T ) ≥ 5.

d. Đường đi từ u đến v1 có đi qua v3:

∗ Khoảng cách từ u đến v1 ít nhất là 4 cạnh và có đi qua v3, tức là

d(u, v3) ≥ 2, và vì d(v3, v1) = 2, ta có:

d(u, v1) = d(u, v3) + d(v3, v1) ≥ 4

∗ Nếu khoảng cách d(u, v3) = 2, ta có d(u, v1) = d(u, v3) + d(v3, v1) = 4

∗ Xét khoảng cách từ v1 đến v4 đây là một mâu thuẫn (do tính chất

không có chu trình của cây và tính chất khoảng cách của đường kính

(diam)), vậy ta xét đi đến v0:

d(v1, v0) = 1

∗ Vậy xét khoảng cách từ u đến v0:

d(u, v4) = d(u, v1) + d(v1, v0) = 4 + 1 = 5
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∗ Do đó, diam(T ) ≥ 5.

e. Đường đi từ u đến v1 có đi qua v4:

∗ Khoảng cách từ u đến v1 ít nhất là 4 cạnh và có đi qua v4, tức là

d(u, v4) ≥ 1, và vì d(v3, v1) = 3, ta có:

d(u, v1) = d(u, v4) + d(v4, v1) ≥ 4

∗ Khoảng cách từ v1 đến v0 là 1 cạnh.

∗ Vậy, xét khoảng cách từ u đến v0:

d(u, v0) = d(u, v1) + d(v1, v0) = 4 + 1 = 5

∗ Do đó, diam(T ) ≥ 5.

Trong cả hai trường hợp trên, đường kính (diam) của cây T đều ít nhất là 5. Vậy

nên, ta có diam(T ) ≥ 5.

Bổ đề 2.4.1 liên quan đến một tập IR(G) X sao cho chính xác ba đỉnh x1, x2, x3 ∈

X có bậc dương trong G[X] và sao cho khoảng cách trong G(IR), giữa X và flip-set

của nó X ′ là 3. Bây giờ chúng tôi xem xét cùng tình huống nhưng dG(IR)(X,X ′) = 4;

sự thay đổi nhỏ này dường như dẫn đến một tình huống phức tạp hơn nhiều. Bổ đề

2.4.2 cho phép chúng tôi mô tả cây IR nhỏ nhất duy nhất với đường kính là 4.

Bổ đề 2.4.2. Cho H là một đồ thị IR của G. Giả sử X là một tập IR(G) sao

cho chính xác ba đỉnh x1, x2, x3 có bậc dương trong G[X]. Với i = 1, 2, 3, cho x′
i ∈

EPN(xi, X) và X ′ là flip-set của X sử dụng {x′
1, x

′
2, x

′
3}. Giả sử dH(X,X ′) = 4 và

P : (X = X0, ..., X4 = X ′) là một đường đi ngắn nhất X −X ′. Khi đó:
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(i) Nếu x′
j ∈ Xi cho một số i, thì x′

j ∈ Xℓ cho tất cả ℓ = i, ..., 4;

(ii) Tồn tại chính xác một đỉnh a ∈
⋃3

i=1Xi sao cho a /∈ X ∪ {x′
1, x

′
2, x

′
3};

(iii) Đối với đỉnh a này nếu Xi
xja∼ Xi+1 cho một số i và j, thì Xℓ

ax′
j∼ Xℓ+1 cho một

số ℓ ≥ i+ 1, và G[{xj, a, x
′
j}] = K3;

(iv) {x4, ..., xr} là con của Xi cho mỗi i = 0, ..., 4;

(v) Nếu H là một cây sao cho |V (H)| ≤ 7 và diam(H) = 4, thì tối đa một xi, i =

1, 2, 3, có một lân cận riêng tư bên ngoài X là yi ̸= x′
i; nếu yi tồn tại, thì yi = a,

a ∼ x′
i và flip-set (X ′ − {x′

i}) ∪ {a} của X là X3.

Chứng minh. Ta có giả sử dH(X,X ′) = 4 nên để đạt được X ′ từ X ta cần chính xác

bốn lần hoán đổi, và trong ba lần x′
i, i = 1, 2, 3 này được hoán đổi vào, trong khi một

số đỉnh a /∈ {x′
1, x

′
2, x

′
3} được hoán đổi vào trong lần hoán đổi khác (nhưng không

phải lần cuối cùng, điều này được thấy rõ ràng). Do đó, nếu x′
i đã được hoán đổi vào

Xj cho một số j ≥ 1, thì x′
i không bao giờ được hoán đổi ra ngoài, nếu không nó sẽ

phải được hoán đổi vào lại, đòi hỏi quá nhiều lần hoán đổi. Nếu một số xj, j > 3,

được hoán đổi cho một đỉnh v, thì v /∈ {x1, x2, x3, x
′
1, x

′
2, x

′
3} (vì xj là cô lập trong

G[X] và do tính chất của lân cận riêng tư, không kề với tất cả các đỉnh này), vậy xj

phải được hoán đổi vào lại, kết quả là quá nhiều lần hoán đổi. Điều này chứng minh

(i), (ii) và (iv).

Giả sử đỉnh xj được hoán đổi ra cho a. Để tránh có quá nhiều lần hoán đổi, sau

này đỉnh a sẽ được hoán đổi ra cho một số x′
i. Nếu i ̸= j, thì xℓ sẽ được hoán đổi ra

cho x′
j với ℓ ̸= j. Nhưng vì x′

j ∈ EPN(xj, X), xℓ ≁ x′
j, mâu thuẫn. Do đó, i = j và

xj ∼G a ∼G x′
j ∼G xj. Điều này chứng (iii).

(v) Giả sử H là một cây sao cho |V (H)| ≤ 7 và diam(H) = 4, Giả sử cho một số

i = 1, 2, 3, xi có một lân cận riêng tư bên ngoài X. Với yi ̸= x′
i đặt Yi là flip-set của

X sử dụng yi thay vì x′
i tức là Yi = {yi, x′

j, x
′
k, x4, ..., xr}, {i, j, k} = {1, 2, 3}. Theo

Mệnh đề 2.1.2, Yi là một tập IR(G).

• Giả sử yi ≁ x′
i. Theo điều kiện thứ hai trong (iii) yi ̸= a, và vì yi /∈ X ∪

{x′
1, x

′
2, x

′
3}, Yi /∈ {X0, ..., X4}. Khi đó {xj, yi, x

′
i, x4, ..., xr} và {xk, yi, x

′
i, x4, ..., xr}
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là các tập độc lập IR(G) khác nhau so với Yi, X0, ..., X4 và T có bậc ít nhất là

tám, mâu thuẫn. Do đó yi ∼ x′
i, vậy Yi ∼H X4.

• Nếu Yi ̸= X3, thì dH(X, Yi) = 5 (nếu Yi không kề với X0, ..., X3) hoặc H có một

chu trình (mặt khác), điều này không thể. Do đó Yi = X3.

• Vì yi /∈ X ∪ {x′
1, x

′
2, x

′
3}, (ii) chỉ ra rằng yi = a.

• Chúng tôi vẫn cần chứng minh rằng không có xj, với j ̸= i có một lân cận riêng

tư bên ngoài X. Giả sử yj ∈ EPN(xj, X) − {x′
j}, j ̸= i. Như đã chỉ ra ở trên

yj = a. Bây giờ chúng tôi có a ∈ EPN(xi, X) ∩ EPN(xj, X), mâu thuẫn.

Liên quan đến khả thi của cây như các cây IR, chúng ta tiếp tục xem xét các cây

có đường kính là 4 và chứng minh rằng Sp(1, 1; 1, 2) là cây IR nhỏ nhất duy nhất với

đường kính là 4. Dựa trên cơ sở có hai trường hợp chính, phụ thuộc vào việc đồ thị

nguồn G có một tập IR X sao cho G[X] có bốn đỉnh không cô lập hoặc không có.

F

gfe

c

d

cef

efg

abe

bce

acd

cfg

b

F

abc
a

(IR) = Sp(1,1;1,2)

Hình 2.5: Đồ thị F và đồ thị IR, đồ thị nhện kép Sp(1, 1; 1, 2)

Định lý 2.4.1. Nhện kép Sp(1, 1; 1, 2) là cây IR nhỏ nhất duy nhất với đường kính

4.

Chứng minh. Như minh họa trong Hình 2.5 đồ thị nhện kép Sp(1, 1; 1, 2) là một cây

IR có đường kính 4 và bậc 7. (Một lần nữa, việc xác minh điều này liên quan đến
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việc tìm kiếm toàn diện nhưng đơn giản cho các tập IR(G). Đồ thị F thu được từ đồ

thị G trong Hình 2.4 bằng cách thêm một đỉnh d mới, nối nó với a, b, c và f).

Cho T là một cây có diam(T ) = 4 và |V (T )| ≤ 7, và giả sử T là đồ thị IR của đồ

thị G. Chúng tôi chỉ ra rằng T chứa S(2, 2). Vì diam(T ) = 4 và diam(S(2, 2)) = 3, T

có bậc ít nhất là 7, và khả năng duy nhất là T ∼= Sp(1, 1; 1, 2).

Cho P : (X0, ..., X4) là một đường kính trong T . Theo Hệ quả 2.3.3, các tập IR

của G tạo ra các đồ thị có nhiều nhất bốn đỉnh có bậc dương. Cho X = {x1, ..., xr}

là một tập IR(G) tạo ra một đồ thị con có số đỉnh lớn nhất có bậc dương. Giả sử

x1, ..., xk, k ≤ 4, có bậc dương trong G[X]. Cho x′
i ∈ EPN(xi, X) và X ′ = (X −

{x1, ..., xk}) ∪ {x′
1, ..., x

′
k}; Lưu ý rằng |X −X ′| = k. Theo Mệnh đề 2.1.2, X ′ là một

tập IR(G). Theo Hệ quả 2.3.2(i) và Bổ đề 2.3.2, k ∈ {3, 4}. Chúng tôi xem xét hai

trường hợp riêng biệt.

Trường hợp 1: k = 4. Khi đó dT (X,X ′) = 4, do đó không mất tính tổng quát,

X0 = X,X1 = {x′
1, x2, ..., xr}, X2 = {x′

1, x
′
2, x3, ..., xr}, X3 = {x′

1, x
′
2, x

′
3, x4, ..., xr} vàX4 = X ′.

Vì x′
1 ∈ EPN(x1, X), x′

1 không liền kề với tất cả x2, ..., xr, do đó x2, x3, x4 là các

đỉnh duy nhất có thể có bậc dương tính bằng G[X1]. Theo Hệ quả 2.3.2, tất cả hoặc

không đỉnh bất kỳ nào có bậc dương. Chúng ta xem xét hai trường hợp phụ riêng

biệt.

Trường hợp 1.1: Giả sử x2, x3, x4 đều có bậc dương trong G[X1]. Cho x′′
i ∈

EPN(xi, X1), i = 2, 3, 4, và để X ′′ là flip-set của X1 dùng {x′′
2, x

′′
3, x

′′
4}. Khi đó

dT (X1, X
′′) ≥ 3. Nếu dT (X1, X

′′) ≥ 4, thì diam(T ) > 4 bởi Quan sát 4, đây là một

mâu thuẫn. Do đó dT (X1, X
′′) = 3. Theo Bổ đề 2.4.1, T chứa S(2, 2). Vì diam(T ) = 4

và T có bậc 7, trong khi S(2, 2) có đường kính 3 và bậc 6, T ∼= Sp(1, 1; 1, 2).

Trường hợp 1.2: {x2, x3, x4} là độc lập. Vì {v ∈ X : degG[X](v) > 0} = {x1, ..., x4},

chúng ta suy ra rằng x1 kề với mỗi x2, x3 và x4. Hơn nữa, vì x′
1 ∈ EPN(x1, X), tập

X1 là độc lập. Một lần nữa theo tính chất của lân cận riêng tư, cạnh duy nhất có thể

có trong G[X2] là x′
1x

′
2. Nhưng theo Hệ quả 2.3.2(i) áp dụng cho X2, x

′
1 ≁ x′

2, do đó

X2 độc lập. Theo Hệ quả 2.3.2(ii) áp dụng cho X1, nhiều nhất một đỉnh trong X1

có một lân cận riêng bên ngoài. Vì x′
2 ∈ EPN(x2, X) và x′

1 ≁ x′
2, x

′
2 ∈ EPN(x2, X1).

Do đó x2 là đỉnh duy nhất trong X1 với các lân cận riêng tư bên ngoài. Nhưng
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với i = 3, 4, x′
i ∈ EPN(xi, X). Chúng ta suy ra rằng x′

1 ∼ x′
3, x

′
4 để đảm bảo rằng

EPN(x3, X1) = ∅ = EPN(x4, X1). Theo Hệ quả 2.3.2(i) áp dụng cho X3, trong đó

x4 bị cô lập (theo tính chất lân cận riêng tư và vì x5, ..., xr được cô lập trong G[X]),

x′
2 ∼ x′

3.

Lưu ý rằng xi ∈ EPN(x′
i, X3) cho i = 2, 3, nhưng x1 ∼ x4, do đó x1 /∈ EPN(x′

1, X3).

Cho u ∈ EPN(x′
1, X3) (u tồn tại vì x′

1 không bị cô lập trong G[X3]) và cho B là flip-set

của X3 sử dụng {u, x2, x3}. Khi đó B = {u, x2, ..., xr} là một tập IR(G), theo Mệnh

đề 2.1.2. Vì u ∼ x′
1, B ∼T X1. Vì T là cây và B ̸= X2, dT (B,X3) = 3. Theo Bổ đề

2.4.1, T chứa S(2, 2), và như trong Trường hợp 1.1, T ∼= Sp(1, 1; 1, 2).

Trường hợp 2: k = 3, nghĩa là x1, x2, x3 là các đỉnh duy nhất trong X có bậc dương

trong G[X], và |X −X ′| = 3. Do đó 3 ≤ dT (X,X ′) ≤ 4. Nếu dT (X,X ′) = 3, thì Bổ

đề 2.4.1 chỉ ra rằng T chứa S(2, 2) và chúng ta đã hoàn thành. Do đó chúng ta giả sử

rằng dT (X,X ′) = 4 và P : (X = X0, ..., X4 = X ′) là một đường đi ngắn nhất X−X ′.

Chúng ta cũng có thể giả định mà không mất tính tổng quát (nếu không ta có thể

đơn giản chỉ cần đổi tên) rằng x′
1 được hoán đổi vào tập không dư thừa trước x′

2, và

x′
2 được hoán đổi vào trước x′

3. Theo Bổ đề 2.4.2(ii),
⋃4

i=0 Xi chứa đúng một đỉnh

a /∈ X ∪ {x′
1, x

′
2, x

′
3}. Để có được X ′ từ X đòi hỏi chính xác bốn bước, và, như thể

hiện trong Bổ đề 2.4.2, trong ba bước hoán đổi x′
i, i = 1, 2, 3, a cũng được hoán đổi

vào (nhưng rõ ràng không phải là bước cuối cùng). Chúng tôi xem xét các khả năng

cho bước mà a được hoán đổi.

Trường hợp 2.1: Đỉnh a được hoán đổi trước. Sau đó, bước 1 là X0
x1a∼ X1,

X0
x2a∼ X1 hoặc X0

x3a∼ X1.

Giả sử bước 1 là X0
x1a∼ X1.

Theo giả định của chúng tôi ở trên về thứ tự hoán đổi x′
i bước 2 là X1

ax′
1∼ X2.

Theo Bổ đề 2.4.2(iii), G[{x1, a, x
′
1}] = K3, chỉ ra rằng X0 ∼T X1 ∼T X2 ∼T X0 và T

có chu trình, điều này không đúng.

Giả sử bước 1 là X0
x2a∼ X1.

Khi đó bước 2 là X1

x1x′
1∼ X2 và bước 3 là X2

ax′
2∼ X3. Do đó

X1 = {x1, a, x3, ..., xr}, X2 = {x′
1, a, x3, ..., xr}, X3 = {x′

1, x
′
2, x3, ..., xr}, X4 = {x′

1, x
′
2, x

′
3, ..., xr}.

Đầu tiên chúng ta chỉ ra rằng
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(a) a /∈ EPN(x2, X), do đó a không bị cô lập trong G[X1] và

(b) a kề với x1 hoặc x3, nhưng không kề với x4, ..., xr.

Sau đó chúng ta suy ra rằng

(c) T chứa S(2, 2).

(a) Nếu a ∈ EPN(x2, X), thì flip-set củaX sử dụng a thay vì x′
2, tức là {x′

1, a, x
′
3, ..., xr},

bằng X3 bởi Bổ đề 2.4.2(v). Tuy nhiên, a /∈ X3 và chúng ta có một mâu thuẫn. Do

đó (a) đúng. Điều này chỉ ra rằng a không bị cô lập trong G[X1].

(b) Giả sử a liền kề với một trong các x4, ..., xr, ví dụ như x4. Điều này có nghĩa là

a và x4 có các lân cận riêng tư bên ngoài X1. Khi đó x1 ≁ x3, nếu không G[X1] có

bốn đỉnh có bậc dương, điều này không đúng vì k = 3.
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Hình 2.6: Trường hợp 2.1(b): Các tập IR X, X1 và Q1 khi a kề x2, x4 và x5

• Giả sử đầu tiên rằng a ≁ x1, x3 khi đó x1 và x3 là cô lập trong G[X1]. Theo

hệ quả 2.3.2(i), ax4 không phải là cạnh duy nhất của G[X1]. Giả sử a ∼G x5. (Xem

Hình 2.6). Khi đó a, x4, x5 có bậc dương trong G[X1]. Cho b, b4, b5 lần lượt là lân

cận riêng bên ngoài của X1 đối với a, x4, x5, và để Q1 là flip-set của X1 sử dụng

{b, b4, b5}. Khi đó Q1 = {x1, x3, b, b4, b5, ..., xr} là một tập IR(G) (Mệnh đề 2.1.2).

Nhưng {x1, b4, b5} ⊆ Q1 −X2, do đó dT (Q1, X2) ≥ 3 và diam(T ) ≥ 5, theo Quan sát

4. Do đó a ≁ x5, ..., xr. Do đó, khả năng duy nhất là a ∼ x1 hoặc a ∼ x3 (không phải

cả hai, vì k = 3).

• Giả sử a ∼ x1 khi đó x3 được cô lập trong G[X1]. Trong G[X2], x
′
1 ≁ x3, ..., xr

và a ≁ x3, x5, ..., xr. Sử dụng Hệ quả 2.3.2(i) và thực tế là a ∼ x4, ta thấy rằng

a ∼ x′
1. Điều này có nghĩa là x′

1 /∈ EPN(x1, X1). Cho c1, c, c4 là X1 lân cận riêng tư

bên ngoài của x1, a, x4, tương ứng và đểQ2 là flip-set củaX1 sử dụng {c1, c, c4}. Khi đó
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Q2 = {c1, c, x3, c4, x5, ..., xr}. Vì c1 ̸= x′
1, {c1, c, c4} ⊆ Q2 −X2, do đó dT (Q2, X2) ≥ 3

và diam(T ) ≥ 5, theo Quan sát 4.

• Giả sử a ∼ x3 khi đó x1 được cô lập trong G[X1]. Cho d, d3, d4 là lân cận

riêng tư bên ngoài X1 của a, x3, x4, tương ứng và để Q3 là flip-set của X1 sử dụng

{d, d3, d4}. Khi đó Q3 = {x1, d, d3, d4, x5, ..., xr}, và một mâu thuẫn như trên xảy ra.

Bây giờ chúng ta đã chứng minh rằng a không kề với x4, ..., xr. Vì a không bị cô lập

trong G[X1], điều này suy ra (b).

(c) Hệ quả 2.3.2(i) và (b), cùng với các giả định của Trường hợp 2, đảm bảo rằng

x1, x3 và a có bậc dương trong G[X1]. Cho y1, y2, y3 là lân cận riêng tư bên ngoài của

X1 đối với x1, a, x3, tương ứng, và cho Q4 = {y1, y2, y3, x4, ..., xr} là flip-set kết quả

của X1. Vì diam(T ) = 4 và |Q4 −X1| = 3, chúng ta suy ra rằng 3 ≤ dT (X1, Q4) ≤ 4.

Nhưng nếu dT (X1, Q4) = 4, thì theo Quan sát 4, diam(T ) ≥ 5. Do đó dT (X1, Q4) = 3.

Áp dụng Bổ đề 2.4.1 cho X1, chúng ta suy ra rằng T chứa S(2, 2).

Giả sử bước 1 là X0
x3a∼ X1. Khi đó

X1 = {x1, x2, a, x4, ..., xr}, X2 = {x′
1, x2, a, x4, ..., xr} và X3 = {x′

1, x
′
2, a, x4, ..., xr}.

• Giả sử a ∈ EPN(x3, X). Chúng tôi chỉ ra rằng

(d) x′
1, x

′
2, a có bậc dương trong X3, và có lân cận riêng tư X3 là x1, x2, x3 tương

ứng.

Vì a ∈ EPN(x3, X), a được cô lập trong G[X1]. Theo Hệ quả 2.3.2(i), x1 ≁ x2,

nghĩa là X1 độc lập. Bây giờ cạnh duy nhất có thể có trong G[X2] là ax′
1, và một lần

nữa chúng ta suy ra rằng X2 là độc lập. Nếu a ≁ x′
2, thì Q5 = {x1, x

′
2, a, x4, ..., xr} là

một tập IR(G) độc lập khác với X2 sao cho X1

x2x′
2∼ Q5

x1x′
1∼ X3, tạo thành chu trình

(X1, Q5, X3, X2, X1). Do đó a ∼ x′
2. Áp dụng Hệ quả 2.3.2(i) cho X3 (và áp dụng các

tính chất lân cận riêng của x′
1 và x′

2), chúng ta có x′
1 ∼ x′

2 . Do đó x′
1, x

′
2, a có bậc

dương trong X3, và có lân cận riêng tư X3 là x1, x2, x3 tương ứng, như được khẳng

định trong (d). Do đó, flip-set của X3 sử dụng x1, x2, x3 is X. Vì dT (X,X3) = 3, Bổ

đề 2.4.1 chỉ ra rằng T chứa S(2, 2). • Do đó, giả sử rằng a /∈ EPN(x3, X). Tương tự

như (b) ta có được a kề với x1 hoặc x2, nhưng không kề với x4, ..., xr, và như trong

(c) chúng ta lại thu được rằng T chứa S(2, 2).
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Hình 2.7: Các tập IR X và Xi, i = 1, ..., 4, trong Trường hợp 2.2 khi bước 2 là

X1
x3a∼ X2, với các lân cận chung và riêng, và đồ thị F

Trường hợp 2.2 Đỉnh a được hoán đổi vào tập IR trong bước thứ hai. Khi đó

X1 = {x′
1, x2, ..., xr}. Vì x2, x3 ≁ x′

1, Hệ quả 2.3.2(i) áp dụng cho X1 chỉ ra rằng

x2 ≁ x3. Vì x1, x2, x3 có bậc dương trong G[X], x1 ∼ x2, x3.

Giả sử bước 2 là X1
x2a∼ X2. X2 = {x′

1, a, ..., xr} và X3 = {x′
1, x

′
2, ..., xr}. Bây giờ

X1

x2x′
2∼ X3, một mâu thuẫn.

Giả sử bước 2 là X1
x3a∼ X2.

Khi đó

X2 = {x′
1, x2, a, x4, ..., xr}, X3 = {x′

1, x
′
2, a, x4, ..., xr} and X4 = {x′

1, x
′
2, x

′
3, x4, ..., xr};

Ngoài ra, G[{x3, x
′
3, a}] = K3. Chúng ta chỉ ra rằng

(e) G[{x′
1, x

′
2, x

′
3}] ∼= K3,

(f) X2 độc lập và

(g) a ∈ EPN(x3, X),

và suy ra rằng G[{a, x1, x2, x3, x
′
1, x

′
2, x

′
3}] ∼= F , đồ thị trong Hình 2.5, có đồ thị
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IR là Sp(1, 1; 1, 2). Các tập hợp X, Xi, i = 1, ..., 4 và đồ thị F được minh họa trong

Hình 2.7.

(e) Nếu {x′
1, x

′
2, x3} là độc lập, thì {x′

1, x
′
2, x3, ..., xr} ≠ X3 là một tập IR(G) liền kề

vớiX3 vàX4, tạo ra một chu trình. Do đó x′
1 ∼ x′

2. Nếu x′
2 ≁ x′

3, thì {x1, x
′
2, x

′
3, x4, ..., xr} ≠

X3 là một tập IR(G) liền kề với X4, cũng tạo ra mâu thuẫn. Do đó x′
2 ∼ x′

3. Tương

tự, nếu x′
1 ≁ x′

3, thì {x′
1, x2, x

′
3, x4, ..., xr} ̸= X3 là một tập IR(G) kề với X4, do đó

x′
1 ∼ x′

3. Do đó G[{x′
1, x

′
2, x

′
3}] ∼= K3 và (e) đúng.

(f) Áp dụng Hệ quả 2.3.2(i) cho X2, ta thấy rằng x′
1 ∼ a ∼ x2 hoặc x′

1 ≁ a ≁ x2.

Trong trường hợp trước, giả sử u1, u2, u3 là lân cận riêng tư bên ngoài của X2 đối

với x′
1, x2, a và Q6 là flip-set kết quả của X2. Khi đó dT (Q6, X2) ≥ 3, mâu thuẫn với

Quan sát 4. Do đó x′
1 ≁ a ≁ x2, nghĩa là {x′

1, x2, a} là độc lập.

Giả sử a kề với một đỉnh trong {x4, ..., xr}; Giả sử a ∼ x4. Vì x
′
1 ∼ x′

2, sau đó

chúng ta thấy rằng x′
1, x

′
2, a, x4 đều có bậc dương trong G[X3], điều này không đúng

(vì k = 4 đã được xem xét trong Trường hợp 1). Do đó {a, x4, ..., xr} là độc lập, và

vì cả x′
1 và x2 đều không kề với bất kỳ đỉnh nào trong {a, x4, ..., xr}, X2 là độc lập,

tức là (f) đúng. Lưu ý rằng x′
1 ∼ x′

2 nhưng x′
1 ≁ a, và áp dụng Hệ quả 2.3.2(i) cho

X3, theo sau x′
2 ∼ a.

(g) Giả sử a /∈ EPN(x3, X). Vì X2 là độc lập, khả năng là a ∼ x1. Lưu ý rằng

x2 ∈ EPN(x′
2, X3) và x3 ∈ EPN(a,X3), nhưng EPN(x

′
1, X3)∩(X∪{x′

1, x
′
2, x

′
3, a}) = ∅.

Vì x′
1 không bị cô lập trong G[X3] (từ (e), nó kề với x′

2), EPN(x
′
1, X3) ̸= ∅. Cho

b ∈ EPN(x′
1, X3), b ∈ V (G)− ({a, x′

1, x
′
2, x

′
3} ∪X). Khi đó flip-set Q7 = {b, x2, ..., xr}

của X3 sử dụng {b, x2, x3} là một tập IR(G). Bây giờ Q7
bx1∼ X1 và để tránh tam

giác (X0, X1, Q7, X0), b ≁ x1. Tuy nhiên, bây giờ Q8 = {x1, x
′
2, b, x4, ..., xr} là một

tập IR(G) độc lập sao cho dT (X2, Q8) ≥ 3, một mâu thuẫn như trước đây. Điều này

chứng minh (g).Bây giờ G[{a, x1, x2, x3, x
′
1, x

′
2, x

′
3}] ∼= F , đồ thị trong Hình 2.5, dưới

đẳng cấu

a → b, x1 → g, x2 → e, x3 → f, x′
1 → c, x′

2 → a, x′
3 → d,

như thể hiện trong Hình 2.7. Do đó T chứa Sp(1, 1; 1, 2). Vì |V (T )| ≤ 7, T ∼=

Sp(1, 1; 1, 2).
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Trường hợp 2.3 Đỉnh a được hoán đổi thứ ba. Khi đó X1 = {x′
1, x2, ..., xr}, X2 =

{x′
1, x

′
2, x3, ..., xr} và X3 = {x′

1, x
′
2, a, ..., xr}. Nhưng sau đó X2 ∼T X4, một mâu

thuẫn.

Điều này kết luận các chứng minh của Trường hợp 2 và định lý.

Các kết quả trên đưa đến kết luận sau đây về khả năng thực hiện của đồ thị dưới

dạng đồ thị IR

Định lý 2.4.2. (i) Đồ thị đầy đủ là đồ thị IR duy nhất có các đỉnh toàn cục.

(ii) Các chu trình C5, C6, C7 và các đường đi P3, P4, P5 không phải là đồ thị IR.

(iii) Các đồ thị IR liên thông duy nhất có bậc 4 là K4 và C4.

(iv) Sao kép S(2, 2) là một cây IR không đầy đủ nhỏ nhất.

Chứng minh. Khẳng định (i) là Mệnh đề 2.3.2. Xem xét các chu trình, một đồ thị

IR có đường kính 2 có C4 cảm sinh (Đề xuất 2.3.1). Vì diam(C5) = 2, nên C5 không

phải là đồ thị IR. Giả sử tồn tại một đồ thị G sao cho G(IR) ∼= C6 hoặc G(IR) ∼= C7.

Theo Bổ đề 2.3.2, tồn tại một tập IR(G) X không độc lập. Theo hệ quả 2.3.2,

G[X] chứa ít nhất hai cạnh, có nghĩa là G[X] có ít nhất ba đỉnh có bậc dương. Vì

diam(C6) = diam(C7) = 3, Hệ quả 2.3.3 nói rằng X có chính xác ba đỉnh có bậc

dương. Nhưng sau đó, theo Bổ đề 2.4.1, G(IR) chứa một chu trình 4 đỉnh cảm sinh

hoặc một đồ thị sao kép cảm sinh S(2, 2), cả hai đều không phải là đồ thị con của C6

hoặc C7. Chúng tôi suy ra rằng C6 và C7 không phải là đồ thị IR.

Vì diam(P3) = 2, nó không phải là đồ thị IR theo Mệnh đề 2.3.1. Tương tự, theo

Mệnh đề 2.4.1, P4 không phải là đồ thị IR, và theo Định lý 2.4.1, P5 không phải là

đồ thị IR. Do đó (ii) đúng.

(iii) Nếu IR(G) = 1, thì G là đầy đủ và G(IR) ∼= G; cụ thể, K4(IR) = K4. Bởi

(i), các đồ thị IR liên thông không đầy đủ duy nhất có độ lớn là 4 có bậc tối đa là 2.

Theo Mệnh đề 2.1.1(ii), C4 là đồ thị IR của 2K2 và vì P4 không phải là đồ thị IR,

(iii) được chứng minh.

(iv) Vì các cây đầy đủ duy nhất có độ lớn nhỏ hơn 5 là P3, P4 và K1,3, không

phải là cây IR, nên các cây IR không đầy đủ nhỏ nhất có độ lớn ít nhất là 5 và đường

kính ít nhất là 3. Vì S(2, 2) là cây IR không đầy đủ nhỏ nhất duy nhất có đường kính
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3 và Sp(1, 1; 1, 2) là cây IR nhỏ nhất duy nhất có đường kính 4 nhưng có bậc 7, nên

chúng tôi xem xét các cây có đường kính ít nhất là 5. Tất cả các cây như vậy có độ

lớn ít nhất là 7, ngoại trừ P6, có cùng độ lớn với S(2, 2).

Chúng tôi chỉ ra trong [5] rằng các đồ thị sao kép S(2k, 2k), trong đó k ≥ 1, là

cây IR duy nhất có đường kính 3. Chúng tôi cũng giả định rằng P6 không phải là đồ

thị IR (xem Giả thiết 1); nếu giả thiết này là đúng, nó sẽ chỉ ra rằng S(2, 2) là cây

IR không đầy đủ nhỏ nhất duy nhất
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Chương 3

Một số bài toán mở

Một chứng minh trực tiếp rằng P5 không phải là đồ thị IR có phần đơn giản hơn

chứng minh của Định lý 2.4.1, nhưng không hoàn toàn đơn giản để dễ dàng khái quát

hóa thành một chứng minh rằng các đường đi và chu trình dài hơn không phải là đồ

thị IR. Tuy nhiên, chúng tôi tin rằng điều này là đúng và khẳng định nó bằng giả

thiết.

Giả thuyết 1. Pn không phải là đồ thị IR với mọi n ≥ 3.

Giả thuyết 2. Cn không phải là đồ thị IR với mọi n ≥ 5.

Bài toán 1. Chứng minh hoặc bác bỏ: Đồ thị đầy đủ và Km×Kn, trong đó m,n ≥ 2,

là đồ thị IR liên thông claw-free.

Chúng tôi đã chỉ ra trong Bổ đề 2.3.2 rằng nếu tất cả các tập IR của G là độc lập

và đồ thị IR H của G là liên thông và có bậc ít nhất là ba, thì H chứa một tam giác

hoặc C4 cảm sinh. Nếu diam(H) ≥ 3, do đó H chứa một đỉnh bậc ít nhất là ba. Các

tập IR độc lập của các đồ thị trong Hình 2.4 và 2.5, cũng như các tập IR không độc

lập, tương ứng với các đỉnh bậc ba trong đồ thị IR của chúng. Một câu trả lời khẳng

định cho câu hỏi tiếp theo sẽ hữu ích trong việc chứng minh rằng Cn và Pn, n ≥ 6,

không phải là các cây IR.

Bài toán 2. Chứng minh hoặc bác bỏ: nếu G có một tập IR độc lập và đồ thị IR H

của G là liên thông và có bậc ít nhất ba, thì H có bậc tối đa ít nhất là ba.

Bài toán 3. Xác định đồ thị nhện kép nào là các cây IR.

38



Bài toán 4. Đặc trưng cho đồ thị IR có đường kính 2.

Bài toán 5. Như kết quả đã đề cập trong 2.1, Kn(IR) = Kn. Xác định các đồ thị G

khác sao cho G(IR) = G hoặc chỉ ra rằng đồ thị đầy đủ là đồ thị duy nhất có tính

chất này.
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KẾT LUẬN

Trong khóa luận này, trọng tâm chính của chúng tôi là phân tích khả năng thực

hiện và đặc điểm cấu trúc của đồ thị tái cấu hình của các tập không dư thừa. Tôi đã

trình bày tư tưởng nội dung của việc tái cấu hình của các tập dư thừa trên từng mô

hình đồ thị cụ thể với các tập không dư thừa cực đại (IR), phân tích các trường hợp

khả thi cũng như không khả để thực hiện tái cấu hình. Song song với đó là một số ví

dụ minh họa cho phương pháp và cấu trúc đồ thị. Đóng góp chính của khóa luận:

1. Tìm hiểu và trình bày lại nội dung Lý thuyết đồ thị liên quan đến đề tài và Đồ

thị tái cấu hình các tập không dư thừa.

2. Phân tích lý thuyết, đưa ra các trường hợp cụ thể thực hiện và cũng như phân

tích chứng minh nội dung lý thuyết đề tài.

Tuy nhiên do thời gian thực hiện khóa luận không nhiều còn có những sai sót tôi

rất mong nhận được sự góp ý của quý thầy cô và bạn đọc nhằm hoàn thiện hơn nữa

khóa luận của mình. Tôi xin chân thành cảm ơn.
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