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• Trình bày lời giải vào các khoảng trống sau đề bài. Sử dụng mặt sau nếu thiếu khoảng
trống.

• Không sử dụng tài liệu. Không trao đổi, bàn bạc khi làm bài.
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Điểm tối đa: 10 10

Điểm:

1. Chứng minh Định lý cơ bản của số học dựa trên các gợi ý sau:

Định lý 1 (Định lý cơ bản của số học). Mọi số nguyên dương n > 1 có thể được viết một cách duy
nhất dưới dạng một số nguyên tố hoặc tích của các ước nguyên tố của nó theo thứ tự tăng dần.

(a) (5 điểm) Chứng minh bằng quy nạp mạnh: Mọi số nguyên dương n > 1 có thể được biểu diễn
dưới dạng một số nguyên tố hoặc tích của các ước nguyên tố của n theo thứ tự tăng dần.

(b) (4 điểm) Chứng minh rằng nếu n ≥ 1 và p là một số nguyên tố thỏa mãn p | a1a2 . . . an, trong
đó ai ∈ Z với 1 ≤ i ≤ n, thì p | aj với j nào đó thỏa mãn 1 ≤ j ≤ n.

(c) (1 điểm) Sử dụng phần (b) để chứng minh rằng nếu một số nguyên n > 1 được biểu diễn dưới
dạng một số nguyên tố hoặc tích của các ước nguyên tố của n theo thứ tự tăng dần thì biểu
diễn đó là duy nhất.

Lời giải:

(a) Ta chứng minh phát biểu P (n) sau đúng với mọi n ≥ 2 bằng phương pháp quy nạp

n có thể được biểu diễn dưới dạng tích của các ước nguyên tố của n theo thứ tự tăng dần.

• Bước cơ sở: P (2) đúng, do 2 = 2.

• Bước quy nạp: Giả sử P (j) đúng với mọi số nguyên j thỏa mãn 2 ≤ j ≤ k với k ≥ 2
nào đó. Ta chứng minh P (k+1) đúng. Thật vậy, nếu k+1 là số nguyên tố thì hiển nhiên
P (k+1) đúng. Ngược lại, nếu k+1 là hợp số, ta có k+1 = a · b với 2 ≤ a, b ≤ k. Theo
giả thiết quy nạp, a = pa1

1 pa2
2 . . . pah

h với ai ≥ 0 và pi (1 ≤ i ≤ h) là các số nguyên tố
thỏa mãn p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ ph và tương tự b = qb11 qb22 . . . qbmm với bi ≥ 0 và qi (1 ≤ i ≤ m)
là các số nguyên tố thỏa mãn q1 ≤ q2 ≤ · · · ≤ qm, trong đó m,h ≥ 1 là các số nguyên
dương nào đó. Do đó, ta có thể viết k + 1 = a · b = (pa1

1 pa2
2 . . . pah

h ) · (qb11 qb22 . . . qbmm ).
Bằng cách sắp xếp lại các thừa số nguyên tố p1, . . . , ph, q1, . . . , qm theo thứ tự tăng
dần, ta có điều phải chứng minh.



(b) Ta chứng minh phát biểu Q(n) sau đúng với mọi n ≥ 1 bằng phương pháp quy nạp

Nếu p là một số nguyên tố thỏa mãn p | a1a2 . . . an, trong đó ai ∈ Z với 1 ≤ i ≤ n, thì tồn
tại j ∈ {1, 2, . . . , n} sao cho p | aj .

• Bước cơ sở: Q(1) đúng, do nếu p | a1 thì hiển nhiên j = 1 thỏa mãn điều kiện đề
ra. Ta chứng minh Q(2) đúng, nghĩa là, nếu p là một số nguyên tố thỏa mãn p | a1a2,
trong đó a1, a2 ∈ Z, thì p | a1 hoặc p | a2. Thật vậy, giả sử p - a1 và p - a2. Theo Định
lý Bézout, tồn tại s, t ∈ Z thỏa mãn gcd(p, a1) = 1 = sp+ ta1. Nhân cả hai vế của đẳng
thức trên với a2 cho ta a2 = spa2 + ta1a2. Do p | a1a2, ta cũng có p | (ta1a2). Thêm
vào đó, p | (spa2). Do đó, p | (spa2 + ta1a2), nghĩa là p | a2, mâu thuẫn với giả thiết
ban đầu. Tóm lại, ta có Q(2) đúng.

• Bước quy nạp: Giả sử Q(j) đúng với mọi j thỏa mãn 1 ≤ j ≤ k với số nguyên k ≥ 2
nào đó. Ta chứng minh Q(k+1) đúng. Thật vậy, giả sử p | a1a2 . . . akak+1 với số nguyên
tố p nào đó. Nếu p | ak+1 thì hiển nhiên Q(k+1) đúng. Nếu p - ak+1, do Q(2) đúng, ta
có p | a1a2 . . . ak. Theo giả thiết quy nạp, tồn tại j ∈ {1, 2, . . . , k} ⊆ {1, 2, . . . , k, k+1}
sao cho p | aj . Do đó, Q(k + 1) đúng.

(c) Ta sử dụng phương pháp phản chứng. Giả sử với các tập số nguyên tố A = {p1, p2, . . . , ph}
(p1 ≤ · · · ≤ ph) và B = {q1, . . . , qm} (q1 ≤ · · · ≤ qm) với A 6= B, ta có (?) n = pa1

1 . . . pah

h =

qb11 . . . qbmm . Nếu A ∩ B = ∅ thì không làm gì. Ngược lại, ta chia cả hai vế của (?) cho tích
các số nguyên tố trong A ∩B. Giả sử kết quả thu được là

rc11 . . . rcuu = sd1
1 . . . sdv

v

trong đó {r1, . . . , ru} = A − B và {s1, . . . sv} = B − A. Do r1 | (rc11 . . . rcuu ), ta cũng có
r1 | (sd1

1 . . . sdv
v ). Theo phần (b), tồn tại j ∈ {1, 2, . . . , v} thỏa mãn r1 | s

dj

j . Do cả r1 và
sj đều là số nguyên tố, ta có r1 = sj . Điều này mâu thuẫn với giả thiết r1 ∈ A − B và
sj ∈ B −A. Do đó, ta có điều phải chứng minh.


