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Bai toan dudting di ngan nhat

Pé thi ¢ trong sb

Ly thuyét dé thi Il

m M6t do thi co trong sé (weighted graph) G = (V, E, w) gdm
tap dinh V, tAp canh E, va mdt ham w : E — R gan moi
canh (cung) e € E bdi mét so thuc w(e) goi la trong s6
(weight) clia canh (cung) e Db th 5 rong 8

m Trong bai gidng, chiing ta chi xét cac do thi cé trong s6
duong, nghiala, w : B — R™

Hoang Anh Buc

FLIGHT TIMES

San Francisco

Los Angeles

Miami

Hinh: D6 thi ¢6 trong s6 mo ta thoi gian clia cac chuyén bay giita mot
so thanh pho & My (tir [Rosen 2012], Chuaong 10)
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Bai toan dudting di ngan nhat

Pé thi ¢ trong sb

Cho G = (V, E,w) la don do thi cé trong s6
m MGt duong di tir w dén v qua cac canh (cung) ey, ez, .. . , e,
co chiéu dai (length) c(u,v) = >, w(e;)
m Khoang cédch (distance) gilta hai dinh u, v, ky hiéu ,
dg(u, v), 1a chiéu dai ngan nhat (nghia 1a, c(u, v) nho nhat)
clia mot duong di tU v dén v

4 Bai toan dwong di ngan nhat

m Input: D6 thi G = (V, E, w) trong d6 w : E — R, va hai
dinha,z €V

m Output: Tinh khoang cach dg(a, 2)

m Ta tim hiéu thuat toan Dijkstra gidi bai toan duong di ngan
nhat trong truong hop G la don do thi vo hudng lién thong
co trong so

38

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

Db thj c6 trong sb
Thuat toan Dijkstra

DPinh nghia va khai niém
Cong thuc Euler

Binh ly Kuratowski

Gidi thiéu
Mét s6 tinh chat clia cay

Cay c6 gbc



Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

Vidu 1
Tim khodng céch gitra hai dinh a va z trong d6 thi sau

Thuét toan Dijkstra

Y twéng: Tim dudng di ngan nhat tU « t6i cac dinh ké tiép cho
dén khi dat dén z. Chu y rang vdi cac dinh u, v, z bat ky, dé dai
dudng di ngan nhét tir v dén v di qua dinh = ké vdi v bang
khodng cach giita u va = cong vdi trong s6 canh nbiv va =
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Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

m Dinh gan a nhat
m Xét cac canh xuat phat tU a Thuat todn Dikstra
B dc(a,a) +w(a,b) =4,da(a,a) + w(a,d) = 2
m Chond. Tacé dg(a,d) = 2, ¥ng vdi duong di a, d
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Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

m Dinh gan a th hai
m Xét cac canh xuat phat tU « hoac d
B dc(a,a) +w(a,b) =4, dag(a,d) +w(d,e) =5
m Chonb. Tacé da(a,b) = 4, ¥ng vdi duong di a, b

Thuét toan Dijkstra

38



Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét dé thi Il
Hoang Anh Buc
m Dinh gan a thd ba
m Xét cac canh xuat phat tU b hoac d
B dg(a,b) +w(b,c) =7,dg(a,b) +w(be) =7, Thuat todn Dijkstra
dg(a,d) +w(d,e) =5
m Chone. Tacé dg(a,e) =5, ung véi duong di a, d, e (duong
di ngan nhat ti « dén d hgp véi canh de)
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Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

m Dinh gan a th tu
m Xét cac canh xuat phat ti b hoac e (2)
B dg(a,b) +w(b,c) ="7,dg(a,e)+cle,z) =6
m Chon z. Taco da(a, z) = 6, Ung véi duong di a, d, e, 2
(dudng di ngan nhat tir « dén e hop véi canh ez)

Thuét toan Dijkstra
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Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét db thi Il

Hoang Anh Buc

- Bai toan duwong di ngan nhat

m Input: Don db thi vé huéng G = (V, E, w) trong dé
V ={vy = a, ULy .oy Up = 2z, w: [V]? = Rt U {oo} VOi Thuét toén Dijestra
w(v;,v;) = 00 NeU vv; ¢ E

m Output: Khoang cach dg(a, 2)

m Khditao: Gan nhan L(a) := 0, L(v;) := oo VGi moi v; # a,
va lay mot tap S := 0.
m Trong khi z ¢ S, l1ap lai cac budc sau:
m Goi u & dinh khéng thudc S vé6i L(u) nhd nhat. Thém v vao

S.
m V&i moi dinh v khéng thudc S

m Néu L(u) + w(u v) < L(v) thi gan L(v) := L(u) + w(u,v)
(Sta d6i nhan clia cac dinh khdng thudc S)
m Cuoi cling, L(z) la d6 dai dudng di ngan nhat (khoang
cach) tu a dén z.
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Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét db thi Il

m Tinh dung dan cula thuat toan Dijkstra c6 thé dugc chiing
minh bang cach su dung bat bién vong lap. Cu thé, trudc
mdi lan 1ap, ham L va tap S thda man céc tinh chat sau:

(1) V&imoiv € S, L(v) lakhoang cachtir a dénv (10) st oin Dot
(2) Véimoiv € V — S, L(v) la dé dai duong di ngan nhat t a

den v chi qua cac dinh thuéc S U {v}
(8) Voimoiue SvaveV -5, L(u) < L(v)

m Théng thuong, thuat toan Dijkstra chay trong thai gian
O(n?), véin = |V|

m V6i cAu tric dir liéu “déng Fibonacci” (Fibonacci Heap),
thuat toan Dijkstra c6 thé duoc 1ap trinh dé chay trong tho
gian O(m + nlog n), v6in = |V|va m = |E|. Hiéu qua cla
cach 1ap trinh nay dugc thé hién khi chay vdi cac “d6 thi
thua” (sparse graph) cuc 16n (cac dd thi cd m rat nho so
vGi n?)

m Thuat todn Dijkstra cling c6 thé dugc 1ap trinh dé xuat ra
mot dudng di ngan nhat t&¥ « dén méi dinh khac trong do
thi .

Hoang Anh Buc



Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra
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Thuét toan Dijkstra
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Bai toan dudtng di ngan nhat

Thuat toan Dijkstra

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

Thuét toan Dijkstra

oy s oty s
Ap dung thuat toan Dijkstra dé tim khodng cach ti a dén 2
trong méi d6 thi sau
Bai tap 1 Bai tap 2
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Do thi phang

Pinh nghia va khai niém

Ly thuyét dé thi Il

m Mot db thi dudc goi la dé thi phang (planar graph) néu né
c6 thé dugc vé trén mat phang sao cho khéng ¢ hai canh
nao cat nhau (& mot diém khong phai 1a dau mut cla
canh).

m Hinh vé nhu thé dugc goi 1A mét biéu dién phang (planar
representation) cla db thi.

Hoang Anh Buc

Dinh nghia va khai niém

V 4
Vidu 2
(%] V2
K,
U3 U4
U1 U2
Vs U
@3
(%] v

V4 U3
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i

Do thi phang T

Pinh nghia va khai niém

04 HOC TY NHIEN

Ly thuyét d6 thi IlI
Hoang Anh Buc

D6 thi c6 trong sb
Thuat toan Dijkstra

Bai tap 3
@ Dinh nghia va khai niém

Tim mot biéu dién phang cua céc dé thi phang sau B

Binh ly Kuratowski

Gidi thiéu
/ Mét s6 tinh chat clia cay
Cay c6 gbc
@

38



Do thi phang

Pinh nghia va khai niém

V|, du 3 Ly thuyét dé thi Il
. n N A . 2 Hoang Anh Burc
K3 3 khong la do thi phang

U1 U2 U3 D6 thi c6 trong sb
Thuat toan Dijkstra
Dinh nghia va khai niém
Cong thuc Euler
Binh ly Kuratowski
U4 Us Vs
Ta chiing minh khang dinh trén bang phan ching. Gia st K3 3 o
p A : Z Mot s6 -|'nh chét clia ca
la do thi phang . s i
m Trong bat ky biéu dién phang “5

nao cua Ks 3 ta co vy va v,
déu phai ludn ndi véi v, va vs
Céc dinh nay chia mat phang
thanh hai mién R; va R..

m Dinh v3 thudc R; hoac R»

m Vitriclua vg?
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Do thi phang

Céng thic Euler

m Biéu dién phang cla mét dd thi phang G = (V, E) chia mat
phang thanh cac mién (region), k& ca mién vé han
(unbounded region)

m Hai diém bat ky trong cung mét mién ¢é thé duagc nbi véi
nhau bang mot nét lien ma khéng cat bat ky canh nao

m Bac (degree) cia modt mién £, ky hiéu deg(f), 1a s6 canh

cla G trén bién cla f
Vidu 4

Biéu dién phang cla K,
m chia mat phang thanh 4
mién f1, f2, f3, va f4; va
B deg(f1) = deg(f2) =
deg(fs) = deg(fs) =3
B Chuy: > e rotac deg(f) < 2|E| (MGi canh thudc toi da
hai mién)

fa

f2

38

Ly thuyét d6 thi IlI
Hoang Anh Buc

D6 thi c6 trong sb
Thuat toan Dijkstra

Dinh nghia va khai niém
Cong thirc Euler
Binh ly Kuratowski

Gidi thiéu
Mét s6 tinh chat clia cay

Cay c6 gbc



Do thi phang

Céng thirc Euler

Ly thuyét dé thi Il

~ 'Blnh Iy, 1: C(A)ng thl:l’C EUIer Hoang Anh Durc

Gia st G la mgt don do thi phang va lién théng gém m canh,
n dinh, var mién. Tacon —m +r = 2

Chung minh.

m Xay dung day dd thi G1,Gs, ..., G =G
m Chon mdt canh bat ky cla G 1am G4
m G, dugc tao thanh tir G,;_; bang cach thém mot canh bat ky
lién thudc véi mét dinh clla G;—1 (i € {2,3,...,m})
m Goi n;, m;, r; lan luot 12 s6 dinh, canh, va mién cla mét
bi€u dién phang cla G;
m CoOng thuc Euler dung véi moi G;
mTacon,—mi+r=2—-14+1=2
m Gia sl cong thic Euler dung vdi G, téc la n; — mi +7; = 2
Goi ai+1bi41 la canh thém vao G; dé tao thanh Git1- Co hai
kha nang:
m mot trong hai dinh a;1 1, b; 11 khéng thuéc G; 4
m ci ;i1 va bi_|_1 thUéC Gi_1

Cong thirc Euler
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Do thi phang

Céng thirc Euler

A Hé qua 2

Gid st G la mot do thi phang lién théng gom m canh van dinh
(n > 3). Khi do, m < 3n — 6. Thém vao do, néum = 3n — 6 thi
moi mién cua G ¢o chinh xdc 3 canh trén bién.

Chung minh.

m Nhan xét rang méi mién cla G ¢6 it nhat 3 canh trén bién,

dodd ) deg(f) > 3r. Matkhac, ta ciing c6
mién f cla G
Y deg(f) < 2m. Suyra3r < 2m.

mién f cla G

m Ap dung cong thiic Euler, ta cé
2=n—m+r<n-—m+2m/3,suyram < 3n — 6.

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc
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Do thi phang

Céng thirc Euler

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

Bai tap 4

Gid str G la mét do thj don phang va lién théng gom 20 dinh,

moi dinh co bac 3. Mot biéu dién phang ctia G chia mdt phang (19) Cong thi Evler
thanh bao nhiéu mién?

Baitap 5

Chi’ng minh K khéng la dé thi phang

Bai tap 6

Ching minh rdng néu G la mét don do thi phang va lién théng

thi G ¢6 mét dinh cé bac nho hon hoac bang 5

38



Do thi phang

Dinh Iy Kuratowski

m Cho db thi G. Mdt phép phan chia (subdivision) mot canh e L::::f;:ﬁ o
cla G dugc thuc hién bang cach thay thé e bang mot
duong di don
m Hai do thi G, va G- dugc goi l1a déng phéi (homeomorphic)
néu chung dugc xay dung tir cung mét dd thi théng qua
mot day cac phép phan chia

V II d u 5 @ Dinh ly Kuratowski
G G G

{ Dinh ly 3: Dinh Iy Kuratowski

G la do thi phang khi va chi khi né khéng chita bat ky db thi
nao d'éng phél VO Ks hOéC K3,3
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Do thi phang

Dinh Iy Kuratowski

Ly thuyét db thi Il

Bé_| tép 7 Hoang Anh Buc
St dung Binh ly Kuratowski, hdy chiing minh dé thi sau khéng
la do thi phang

Binh ly Kuratowski
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T6 mau do thi

Cho don d6 thj vé huéng G = (V, E) s
m 76 mau mot dd thj don la sy gan mau cho cac dinh cla doé g
thi sao cho khéng cé hai dinh lién ké dugc gan cung mét
mau. Cu thé, véi cac “mau” 1,2, ..., k, mot cdch té6 mau

cac dinh (vertex k-coloring) cla G 1a mét ham

f:V—=1{1,2,...,k} thébaman f(u) # f(v) véi moi
u,v € Vvliuv e FE

»4 |

d

T6 mau db thi

h

() e
9 /
m Sac so (chromatic number) cla G, ky hiéu x(G), 1a s t0i
thiéu cac mau can thiét dé t6 mau G
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T6 mau do thi

n Ly thuyét dé thi Il
m Mot s6 nhan xét Hoang Anh Blic
) Moi dd thi G gébm n dinh cé thé duogc t6 mau bang n mau

(1
(2) x(Kn) =n , ,
(3) Taky hiéu w(G) la s6 nguyén duong I6n nhat r > 1 thoa
man K, 1a dd thj con cla G. V6i moi db thi G, ta ¢
w(G) < x(G). Thong thudong, w(G) # x(G)
(4) x(Cn) =2néun >4chanva x(C,) =3néun > 3 [
(5) G 1a db thi hai phan khi va chi khi y(G) = 2
m Chua biét cé ton tai hay khdng mdt thuat toan chay trong
thdi gian da thiic dé xac dinh xem mét dé thi G cé thé
dudc t6 mau bang 3 mau hay khong
m Dé chira x(G) = k v6i dd thi G nao do, ta can:
m Chi ra mot cach t6 mau céc dinh cla G bang k mau.

m Chi ra rang khong thé dung it han k& mau dé t6 mau cac
dinh cua G.

T6 mau db thi

Bai tap 8
Tinh x(Wy), X(Km.n), va x(Qn)
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T6 mau do thi

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

[ Pinh Iy 4: Dinh ly bon mau

VGi d6 thi phang G, ta luén cd x(G) < 4

m Dinh Iy bdn mau 1an dau tién dugc phat biéu dudi dang (24) 76 maw dé t
mot phong doan vao nam 1850

m Nam 1976, Kenneth Appel and Wolfgang Haken (Pai hoc
lllinois) chrng minh dinh Iy bén mau bang cach gia st néu
Pinh ly bon mau 14 sai thi sé cé mét phan vi du thuéc mot
trong gan 2000 loai khac nhau, va chi ra rang khéng c6
loai ndo dan dén phan vi du. Cac truting hgp nay duagc
phan tich can than nhd may tinh
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Cay

Gidi thiéu

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

m Don do thi v6 hudng T = (V, E) dudgc goi la mét cay (tree)
néu T |la dé thi lién théng va khdng co6 chu trinh

m Don do thi v hudng T = (V, E) dudc goi la mét ring
(forest) néu T la d6 thi khéng cé chu trinh

a b a b a b a b
C d C d C d C d s i
e f e f e f e f

G 1 G 2 Gg G4

Hinh: G1, G2 la cdy. Gs3, G4 khdng la cay. G4 la rung. Gs khéng la rung

38



Cay

Mot sé tinh chat cla cay

. ’ Ly thuyét dé thi Il
qd Blnh Iy 5 Hoang Anh Buc
Mot do thi v hudng G la mét cdy khi va chi khi gidta hai dinh
bat ky cua G ton tai mét duong di don duy nhat
Ching minh.
(=) Giasu G la cay
m Do G lién thdéng, véi hai dinh bat ky «, v € V, t6n tai mét
duong di don gitra u va v )
m Ta chitng minh dudng di nay la duy nhat. Gia st phan (25 ot i vt i cay
chung rang co it nhat hai duong di don P = vg, v1, ..., v, VA
Q = wo, w1, ..., we khac nhau gitta hai dinh « va v, vdi

Vo = Wo = u VAV = Wy = V
m Do vp = wo, ton tai i théda man v; = w,; vdimoi 0 < j < i va

Vitl # Wil .

B Do v, = wy, ton tai p > i + 1 nhd nhat thda man
vp € {w;, ..., we} hodc wy € {v;, ..., v} Gid sl v, = wyq
V6i g > i nhd nhat cé thé

B v, Ui41,...,0p VAW, ..., wt1,w; tao thanh mét chu trinh

trong G, mau thuan véi gia thiét G la cay s



Cay

Mot sé tinh chat cla cay

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

Chdtng minh (tiep).

(<) Gia s v6i moi cap dinh u,v € V, ton tai mdt dudng di don
duy nhat gira u va v trong G

m Theo dinh nghia, G |a lién théng

m Ta chitng minh G khéng co chu trinh. Gia su phan ching
rang ton tai mét chu trinh C trong G. Do dd, véi hai dinh u, v
bat ky thudc C, cé hai dudng di don khac nhau ndi w va v,
mau thuan véi gia thiét ton tai duy nhat mot dudng di don
gitra hai dinh bat ky trong G

Mbt sb tinh chét clia cay
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Cay

Mot sé tinh chat cla cay

i ; Ly thuyét dé thi Il
Dlnh Iy 6 Hoang Anh Buc
Moi cdy T = (V, E) vdi|V| > 2 c0 it nhat hai dinh béc 1
Chung minh.
Lay mét duwong di don dai nhat vo, vy, . . ., vm, trong T. Bac clia vy va
v, déu bang 1, néu khéng ta co thé tim dugc mot duong di dai hon o
Dinh Iy 7
[Mgi cdy gém n dinh ¢ chinh xdcn — 1 canh

Chu,ng minh_ @ M&t s6 tinh chét clia cay
Quy nap theo n
m Budc ca s@: VGin = 1, cdy gom 1 dinh ¢6 0 canh
m Budc quy nap: Gia st moi cdy gém & dinh ¢6 chinh xéc k — 1
canh, vdi k > 1. Ta chitng minh moi cay 7' gom k + 1 dinh ¢c6
chinh xac k canh. That vay, do T' 1a mét cay, T' c6 mét dinh u béc
1 nao do. T — u la mot cay gom k dinh va theo gia thiét quy nap
cO k —1canh. Do dd, T cé (k— 1)+ 1 =k canh
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Cay

Mot sé tinh chat cla cay

Ly thuyét db thi Il

Bai tap 9

Chutng minh rang mét dé thi G = (V, E) 1a mét cdy khi va chi
khi G khéng co chu trinh va vdi moi cap dinh u,v € V thda man
wv ¢ E, do thi G + wv ¢d chinh xdc mét chu trinh

Hoang Anh Buc

Bai tap 10

Gid st mét cdy T = (V, E) ¢6 so cdc canh la mét s chan.

Chtng minh rang tén tai mét dinh trong T' co bac chan

Bai tap 11 ©
ChoT = (V, E) la mét cdy. Goi A la bac Ion nhat cua mét dinh
trong T, nghia la, A = max,cv degy(v). Chung minh rang T' co

it nhat A dinh bac 1

Bai tap 12

Cho T = (V, E) la mét céy véi |V| > 1. Gid st néu v la mét

dinh l/en ké voi mét dinh bac 1 trong T thi degT( ) > 3. Chung
minh rang ton tai hai dinh bac 1 trong T ¢ chung mét dinh lién

ké Vi hai dinh do a8

Mbt sb tinh chét clia cay



Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

M6ét cay co géc (rooted tree) la mot cay trong dé mot dinh dudc
coi la dinh goc (root) va moi canh dugc dinh hudng xa khoi
dinh goc. Ta ky hiéu mét cay T' véi goc r bang cap (T, r)

a

Cay T Cay T v6i goc a Cay T v6i goc c

Thong thudng, mét cay c6 goc (7', r) dudc vé véi dinh goc &
trén dinh cua do thi. Khi do, ta c6 thé bo qua cdc hudng cua
cdac canh, do viéc lua chon dinh goc da xac dinh cac hudng nay
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Cay

Cay cé gbc

; ; Ly thuyét dé thi Il
m V3i mot dinh v khac dinh goc cila mét cay co goc T Hoang Anh Bc
m Dinh cha (parent) cla v 1a dinh « duy nhéat sao cho c6 mét
canh cé huéng tU w dén v. Ta cling goi v 1a dinh con (child)
cua u.
m Dinh v dugc goi 1a dinh 4 (leaf) néu v khéng cé dinh con.
C4ac dinh c6 dinh con dudc goi la cdc dinh trong (internal
vertices)
m Cac dinh cé chung mét dinh cha dugc goi la cdc dinh anh
em (siblings)
m Cac dinh t6 tién (ancestors) cla v 1a cac dinh trén dudng di
tr goc t6i dinh do. Cdc dinh con chau (descendants) cla v Gy 00 gbc
la céc dinh c6 v 1a mot dinh t6 tién
m Cay con (subtree) vdi gbc v 1a db thi con clia T cam sinh bdi
v va cac dinh con chau cua nd
m Dinh goc 1a dinh duy nhét trong cay khong co dinh cha va
A 16 tién cla moi dinh con lai. Binh goc ludn 1a mét dinh

trong, true tru’o’ng hap cay chi cé mot dinh duy nhat 1a dinh
goc thi dinh goc 1a mot dinh 1a
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Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét dé thi Il
m Mot cay co goc T duoc goi 1a mot cay m-phan (m-ary tree) Hoang Anh Bic
néu tat ca cac dinh trong cla T c6 t6i da la m dinh con.
Néu nhu méi dinh trong cua} T c6 chinh xac m dinh con, ta
goi T la mot cdy m-phan day du (full m-ary tree)
m Cay m-phan vai m = 2 dugc goi la cay nhi phan (binary
tree)

Bai tép 13
Trong s6 cdc cdy sau, vdim la sé nguyén duong nao do, cay
nao la cay m-phan? Cay nao la cay m-phan day du? Cay o6 gbe
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Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét db thi Il

m Mot cay co goc duoc sap thu tu (ordered rooted tree) la Hoaing Anh B
mot cay cb goc trong d6 cac dinh con clia moi dinh dugc
sap xep theo mét thdt tu ndo dod

m Ta thuong vé cay co goc duoc sap thi tu theo cach thong
thuong vdl hleu ngam rang cdc dinh con ctia méi dinh
duoc sap xép theo thit tu tur trdi sang phai

m VGi mét cay nhi phan dugc sap thi tv, néu mot dinh trong
u ¢6 hai dinh con thi dinh thi nhat dudc goi la dinh con
trai (left child), dinh th( hai dugc goi la dinh con phai (right
child). Tuong tu, cay con cé goc la dmh con trai dugc goi Cay o0 gbe
|a cdy con tréi (left subtree) va cay cé goc la dinh con phai
dugc goi la cdy con phai (right subtree) clia u

m Cac cay cb goc sap thi tu dugdc (ng dung rong rai trong
khoa hoc may tinh, vi du nhu cac céy phan tich cu phap
(parse trees), cau truc cay trong cac tai liéu XML (XML
documents), cau tric cay md ta cac thu muc va tép
(directories and file system), v.v...
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Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét dé thi Il

~ 'Blnh Iy, 8 Hoang Anh Durc

Vi moi m > 1, moi cdy m-phdn day du vdi i dinh trong cd
chinh xacn =m -i + 1 dinh
Chung minh.

Moi dinh khac dinh goc la con clia mét dinh trong nao dé. Do
dé co6 m - i dinh con (cua cac dinh trong) va 1 dinh goc

/ 1\ / I\
¢o9ee9een

con cua a con cua b con cua ¢
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Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét db thi Il
Hoang Anh Buc

m Muic (level) cia mot dinh trong mot céy c6 goc la do dai
cua dudng di duy nhat tir goc den dinh dé. Mc cia dinh
goclao

m D0 cao (height) h cia mot cdy cd goc la do dai I6n nhat
cua mot dudng di tir goc den dinh Ia. N6i cach khéac, do
cao cua mot cay la mic I6n nhat cla mot dinh trong cay
do

m Mot cay m-phan co do cao h dugc gm la can dbi
(balanced) néu tat ca cac dinh 14 c6 mdic h — 1 hodc h

Cay c6 gbe

38



Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét dé thi Il
- 'Blnh Iyr 9 Hoang Anh Buc
Vi moi m > 1, mét cdy m-phan day du vdi
(i) ndinhcdi = (n—1)/m dinh trong va
= ((m—1)n+1)/m dinh la;
(i) 7 dinh trongcdn =mi+1dinhval = (m — 1)i + 1 dinh
la;
(i) I dinhlacon = (ml—1)/(m —1) dinh va
i = (I —1)/(m — 1) dinh trong or
Bai tap 14
Su dung DPinh ly 8, hay chiing minh Dinh ly 9
Bai tap 15

Chifng minh rang vdi moi m > 1, ¢d nhiéu nhat m" dinh 14
trong mét cdy m-phdn co db cao h. (Goi y: Quy nap theo h)
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Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét dé thi Il

Mot ing dung cla cay nhi phan dugc thé hién trong dinh Iy sau

Hoang Anh Buc

A Dinh Iy 10

Moi thuat todn sap xép n phan t(r nao dé dua trén cdc phép so
sanh hai phan i bat ky can su' dung it nhat [log,(n!)] phep
so sanh trong truong hop xau nhat

m Do log,(n!) = ©(nlogn), mét thudt todn sap xép n phan tr
trong truong hop xau nhat can ©(nlogn) phep so sanh la
mot thuat toan toi L'u, theo nghia 1a khéng ton tai thuat Cay o8 gbo
todn sap xép nao khac co6 thoi gian chay trong thdi gian
xau nhat tot hon

m Y twdng: M6 hinh cac thuat toan bang cay nhi phan day
du vdi cdc dinh trong la cdc phép so sanh va cdc dinh Id Ia
cdc két qua thu duoc khi di tir goc (goi 1a cdy quyét dinh
(decision tree)). S6 phép so sanh s dung dé ra mot két
qua chinh 1a doé dai dudng di tir gbe dén nut 14 tuong ting
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Cay

Cay cé gbc

Ly thuyét db thi Il

a:b Hoang Anh Buc

a>b a<b

a > c a<c b>c b<c

b>c b<ec a>c a<c

Hinh: M6 hinh thuat todn sap xep day ba phan t a, b, c bang cay
quyét dinh

Bai tap 16
V@i moi m > 1, chitng minh rang trong mét cdy m-phén cd
dinh la va cé dé cao h, tacd h > [log,, ]
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