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Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

Cay bao trum

Cay bao trum nhd nhat

Cay
Cay bao trum ,
Cay bao trum nho nhat
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV

Hoang Anh Buc
Cho G = (V, F) la mét don do thi. Mot cay bao trim (spanning
free) cla G la mét do thi con T' cla G thoa man diéu kién T' 14
mot cay va T’ chia tat ca cac dinh cua G

a b C d

Cay bao trum
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

Cay bao trum

Dinh ly 1
[MQ/ don db thi lién théng G c6 mét cdy bao trum

Ching minh.
Ta xay dung mot cay bao trum cua G nhu sau
m Liy mét chu trinh trong G néu cé
m X6a mét canh tir chu trinh d6. D6 thi méi thu dudc van la
lién thong
m L3p lai cac budc trén cho dén khi khdng cé chu trinh trong
G

Do G ¢ hitu han s6 dinh, cudi cling ta thu dugc mét do thi lién
thong khong co chu trinh chira tat ca cac dinh cua G—mot cay
bao trum cua G O

28



Cay

Cay bao trum

1
2

4
5
6
7

8

Ly thuyét dé thi IV

Cho G = (V, E) la mét don db thi vé hudng lién thong. Ta trinh
bay thuat toan duyét theo chiéu sau (depth-first search, DFS)
dé tim mot cay bao trum cua G cay bao i

Hoang Anh Buc

Thuat toan 1: Duyét theo chiéu sau

Input: G: don d6 thi vé huéng lién thdng véi cac dinh
UV1,0V2,...,Up
Output: Cay bao trum T
procedure dfs(G):
T := cay c6 chinh xac m6t dinh v,
L visit(vy)

procedure visit (v: mét dinh cua G):
for méi dinh w lién ké vdi v va chua thuée T do
Thém w va canh vw vao T
L visit (w)

return 7’
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Burc

Vidu 1
Tim mot céy bao trum 7' clia do thi G = (V, F) sau bang thuét Cay bao tim
toan duyét theo chiéu sau

U1 V9 V3 ()
/
Us Vg U7 Ug Ug
V10 U11
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Cay ‘

Cay bao trum

Ly thuyét db thi IV
Hoang Anh Buc

U1 V2 Vs V4 (%] (%) Vs V4
K Cay bao trum
U O/
V10 V11 V10 U11
G G
(%} %k’\ (O8] Uy (%} (%) (O8] V4
O O/
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Cay \

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

(%] V9 Vs V4 U1 V9 Vs V4
Cay bao trum
Cay bao trum nhd nhat
O/ N\
Us Ug U7 Ug Vg Us Ug U7 Ug Vg
V10 U11 V10 V11
G G
U1 %k V3 Uy (%] V2 V3 V4
O/ N\
Us Ug U7 Ug Vg Us Ug U7 Ug (%)
V10 U11 V10 V11
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

(%] V9 Vs V4 U1 V9 Vs V4
e Cay bao trum
Cay bao trum nhd nhat
O/ O/
Us Ug U7 Ug Vg Us Ug U7 Ug (%Y
V10 V11 V10 U11
G G

Uy

U3
i\ﬂ i Th tv cac dinh duoc thém vao
o T (hay th( tu cac dinh thu'c hién
Us

% Jur /s To thutuc visit ) lan lugt 1a: vy,
U5, Vs V2, U7, U8y U3, V9, U4, Ull,

V10 V11 le
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV
m Trudc moi lan 1ap trong thu tuc visit (), T la cay chia Hoang Anh Bic
toan bd cac dinh da dugc goi badi thu tuc visit ()

m Thuat todn DFS chay trong thdi gian O(n?) véi don do thi
vo hudng lién thong G = (V, E) bat ky, trong d6 n = |V|
® visit() dugc goi cho mbi dinh chinh xac mét 1an
m Mot canh e trong G dudc xét t6i da hai lan dé xac dinh xem
e va mot dau mut cla e cé thé dugc thém vao cay T hay
khong
m Do dé, thuat toan DFS chay trong thai gian O(|E|). Chu y
rang |E| < n(n—1)/2 = O(n?)

m Thuat toan DFS ¢4 thé dudc st dung nhu 1a co s& dé giai
quyét nhiéu bai toan khac, vi du nhu bai toan tim cac
dudng di va chu trinh trong d6 thi, bai todn xac dinh cac
thanh phan lién théng, bai todn tim dinh cat, v.v... DFS
cling la cd sG cho ky thuat quay lui (backtracking
technique) dugc st dung dé thiét ké cac gidi thuat cho
nhiéu bai toan kho

Cay bao trum
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Cay

Cay bao trum

Cho G = (V, E) la mét don dd thi v huéng lién thong. Ta trinh bay Lyt*f“yétdéthil'v
thuat toan duyét theo chiéu réng (breadth-first search, BFS) dé tim Floang Anh bte
mot cay bao trum cla G

Thuat toan 2: Duyét theo chiéu rong

Input: G: don db thi vd huéng lién théng vdi cac dinh vy, vs, . .., v,
Output: Cay bao trum T°

T := cay chi chita duy nhat mét dinh v,

L := danh séch rong

Thém v; vao danh sach L cac dinh chua xét

while L khdc rong do

B6 di dinh thit nhat v tir L

for méi dinh w lién ké véiv do

if w khéng thudc L va w khéng thuéc T then
L Thém w vao cudi danh sach L

N

© o N O B WON

Thém w va canh vw vao T

10 return T
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Burc

Vidu 2
Tim mot céy bao trum 7' clia do thi G = (V, F) sau bang thuét Cay bao tim
toan duyét theo chiéu réng

A1

U11

G
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Cay

Cay bao trum

L (Ul)
U1 (%) U3 Uy
O/
Us Vg U7 Ug Vg
V10 V11
G
L = (vg,v10)
1 (%) U3 Uy
O/
Us Vg (%t Ug Vg
V10 V11

L (?}5)
(] V2 U3 U4
O/
Us Vg U7 Ug Vg
V10 V11
G
L = (Ul()a V2, /07)
(%1 (%) U3 Uy
O/
Us Vg U7 Ug Vg
V10 V11
G
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Ly thuyét db thi IV
Hoang Anh Buc

Cay bao trum
Cay bao trum nhd nhét
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV

L = (7)27 ’U7) L = (?)7) Hoang Anh Duc
U1 V2 Vs V4 (%] V2 Vs V4
Cay bao trum
Cay bao trum nhd nhat
N\ N\
Us Ug U7 Ug (%) Us Ug U7 Ug (%)
V10 U11 U10 U11
G G
L = (’Ug, 1}11) L = (Ulla U3, U9)
U1 V2 Vs V4 (%] V2 Vs V4
N\ N\
Us Ug U7 Ug Vg Us Ug U7 Ug Vg
V10 U11 V10 V11
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Cay

Cay bao trum

%

Ly thuyét dé thi IV

L = (7)37 ’Ug) L = (’Ug) Hoang Anh Duc
U1 V2 Vs V4 (%] V2 Vs V4
@ Cay bao trum
Cay bao trum nhd nhat
N\ N\
Us Vg U7 Ug (%) Us Ug U7 Ug Vg
V10 U11 U10 U11
G G
L = (vy) L =)
N\ N\
Us Vg U7 Ug Vg Us Vg U7 Ug Vg
V10 V11 V10 V11
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Cay

Cay bao trum

Ly thuyét dé thi IV

m Trudc mbi 1an 1&p vong while, T 1a cay chita cac dinh da Hoang Anh B
xét (= cac dinh da bo di tir danh sach L)

m Thuat toan BFS chay trong chay trong thgi gian O(n?) véi
don db thi vo hudng lién théng G = (V, E) bat ky, trong dé
n=|V]|

m V&i moi dinh v, thuat todn xét cac dinh lién ké véi v va thém
cac dinh chua xét vao cubi danh sach L

m Mbi canh dugc xét nhiéu nhat hai Ian dé xac dinh xem ¢é
can thém canh d6 va mét dinh dau mdt vao cay 7' hay
khéng

m Do dé, thuat toan BFS chay trong thai gian O(|E|), hay ndi
cach khac O(n?)

m Thuat toan BFS |4 co sd dé thiét ké cac thuat toan giai
nhiéu bai todn khac nhau, vi du nhu bai toan tim cac thanh
phan lién thong, bai todn xac dinh xem mét dd thj cé phai
dd thi hai phan hay khéng, bai toan tim dudng di ngan
nhat gilra hai dinh, v.v...

Cay bao trum

28



Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

Cho G = (V, E,w) la mt dd thi lién théng vd hudng co oG () oot s
s0. Mot cay bao trum nhé nhat (minimum spanning tree) cua G

la mét cay bao trum cla G c6 tong trong s6 cac canh cla cay

|a nho nhat cé thé

m Input: D6 thi lién théng vd hudng co trong sb
G=(V,E,w)

m Output: M6t cay bao trum nhd nhat T’ cla G

m Thuat toan Prim
m Thuat toan Kruskal

28
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Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

Thuat toan 3: Thuat toan Prim

Input: G = (V, E, w): db thi lién thédng vd hudng co trong so
Output: Mét cay bao trum nhd nhat 7' cla G
T := mot canh c6 trong s6 nhd nhat
fori:=1ton—2do
e := mot canh cé trong s6 nhd nhat lién thudc véi mot
dinh clia T thda man T + e khdng c6 chu trinh
T :=T+e€

return 7’
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Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV

VI, du 3 Hoang Anh Burc
Tim mét cay bao trim nhd nhat 7' clia do thi G = (V, E, w) sau
béng thUét tOén Prlm G Cay bao trim nhd nhét
a b C
2 M\ 3
O O O
3 1 2
N - N -
d O A, O ¥
4 2 4
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Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV

a b C a b c
2 3 9 Ho )
O O O O O 3 O oang Anh Dtic
3 1 2 3 1 9
4 3 4 3 @ Cay bao trim nhd nhét
dC> e<> <>f dC> 6() ()f
4 2 1l 4 2 4
3 3 3
O——0—0 O——0—0
Cb? G
a C a b c
2 3 2 3
O O O O O O
3 1 2 3 1 9
dC> e<> <>f dC> 6() ()f
4 2 1 4 2 4

O

o

Q =0
e

-0
O

o

Q =0
e

~ O

28



Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV

a b c a b C . .
2 3 2 3 Hoang Anh B
O O O O O O oang An c
3 1 2 3 1 2 Cay bao trum
C\ 4 A\ 3 f) C\ 4 A 3 f) @ Cay bao trum nho nhat
d~ e f dY o 7t
4 2 4 4 2 4
3 3 3
O——0—0 O——0—0
g h i g h i
G G
2 2 & 3 K @ 5 b3
O O O O O O
3 1 2 3 1 2
4 3 4 3
LO——0—0), LO——0—20),
4 2 4 4 2 4

O

o

a =0
e

~ O
O

e

Q =0
o

~ O

28



Cay

Cay bao trum nho nhét

. ’ Ly thuyét dé thi IV
- Dinh ly 2

Hoang Anh Buc

Néu T la mot cdy bao trum xudt ra bdi thudt todn Prim voi do
thi dau vao G = (V, E,w) thi T la mét cdy bao trum nho nhat
cua G

Ching minh.

m Thuat toan Prim luén xuat ra mot cay bao trum
m (39&'10 budc trung gian, T lubn la cay
m MOoi budc trung gian, thuat toan thém mot canh va mét dinh
mdi vao T°
m Ta chitng minh bang phan chiing. Gia st T' khéng c6 tong
trong sO0 nho nhat
m Goi T = (e1,eq,...,e,) laday cac canh dugc chon theo
th( tu thuc hién cua thuéat toan Prim
m Goi U la mét cdy bao trum nhd nhat thda man diéu kién U
cO chira k canh dau tién cua ET vdi k I6n nhat co thé,
nghiala ey, es, ..., e, thudc U va e 1 = xy khdng thudéc U (=

Cay bao trim nhd nhét




Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV

Chl:l’ng m|nh (tlép) Hoang Anh Buc
m Goi IV |14 tap cac dinh cla T tinh dén thoi diém ngay trudc khi
€k+1 — xy dljdc Chon Cay bao trim nhd nhét

m Goi P 1a mot dudng di gilra 2 va y trong U (chd y rang =y
khong 1a mot canh clia U) va goi ab la canh dau tién cta P cé
mét dau mut (a) thudée W va mét dau mut (b) khéng thuéc W

m Xétcay baotrum S =U — ab + xy

m Néu w(a,b) > w(z,y): Téng trong
s6 clia S nho hon cla U, mau
thuan véi gia thiét U 1a cay bao
trum nhd nhat

m Néu w(a,b) = w(z,y): S 1a mot
cay bao trum nhd nhat va S cé
chita nhiéu canh clia ET hon U,
mau thuan vdi dinh nghia ctia U

m Néu w(a,b) < w(z,y): Thuat toan
Prim sé chon canh ab thay vi canh
2y, mau thuan vdi gia thiét ban
dau 1a zy la canh dugc chon




Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

m Thuét toan Prim |a mot thuat toan tham lam G2y bao tm nhé nhét
m O mbi budc xay dung cay bao trum nhd nhét T, thuat toén
Prim chi thém cac canh c6 trong s6 nhd nhat lién ké véi mot
dinh cla cay T tinh dén hién tai ma khong tao thanh chu
trinh mai
m Thuat toan Prim cé thé dugc 1ap trinh dé chay trong thoi
gian O(mlogn) véi do thi G = (V, E,w) théa man m = |E|
van = |V|
m Thuat toan Prim tuong tu nhu thuat toan Dijkstra tim
dudng di ngan nhat gitra hai dinh da gidi thiéu trudc do

28
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Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

Thuat toan 4: Thuat toan Kruskal (2) cmomorimmimi

Input: G = (V, E, w): db thi lién thédng vd hudng co trong so
Output: Mot cay bao trum nhd nhat 7" cla G
T := d6 thi réng (khdng cé dinh va canh)
fori:=1ton—1do
e := mdt canh ¢o trong s6 nhd nhat thda man 7' + e
khéng cé chu trinh
T:=T+e

return 7’

28



Cay

Cay bao trum nho nhét

, Ly thuyét dé thi IV
Vl dU 4 Hoang Anh Burc
Tim mét céy bao trum nhd nhat 7' clia do thi G = (V, E, w) sau
bang thuat toan Kruskal

Cay bao trim nhd nhét

a 5 b 2 C
O O O
3 1 2

4 3
LO——0—0Q,
4 2 4
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Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV

a b C a b c
2 3 9 Ho .
O O O O O 3 O oang Anh Burc
3 1 2 3 1 2 Cay bao trum
4 3 4 3 @ Cay bao trim nhd nhét
dC> e<> <>f dC> 6() <>f
4 2 1 4 2 4
3 3 3 3
O O O O O O
G G
a 9 b 3 C a 5 b 9 c
O—0—20 O—0—20
3 1 2 3 1 2
dC> e<> C>f dC> 6() <>f
4 2 4 4 2 4

O

o

Q =0
e

-0
O

o

Q =0
e

~ O

28



Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV

a b c a b c . .
2 3 2 3 H Anh B
O O O O O O oang Anh Blic
3 1 2 3 1 2 Cay bao trum
4 3 4 3 Cay bao trim nhd nhét
dC> e<> C>f dC> e() <>f
4 2 4 4 2 4
3 3 3
O——0—0 O——0—0
g h i 9 h i
G G
< 2 fg 3 < a 2 A 3 C
O (Y O O (Y O
3 1 2 3 1 2
dC> e<> <>f dC> 6() <>f
4 2 1 4 2 4

O

e

a =0
e

-0
O

e

Q =0
o

~ O

28



Cay

Cay bao trum nho nhét

Ly thuyét dé thi IV
Hoang Anh Buc

Bai tap 1

Chutng minh rdng néu T 1a mdt cdy bao trum cua G = (V, E, w)
XuUat ra bdi thuat todn Kruskal thi T 1a cdy bao trum nhd nhat
(Go'i y: xem lai chi'ng minh tinh dung dan cda thuat todn Prim)

m Thuat toan Kruskal la mot thuat toan tham lam

m O mdi budc xay dung cay bao trum nhd nhét 7', thuat toan
Kruskal chi thém céac canh cé trong s6 nhd nhat ma khéng
tao thanh chu trinh mai

m Khéc véi thuat toan Prim, ¢ cdc budc trung gian cua thuat
todn Kruskal, T c6 thé khéng la cdy

m Thuat todn Kruskal c6 thé dugc Iap trinh dé chay trong thoi
gian O(mlogm) véi do thi G = (V, E,w) théa man m = |E|
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