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Câu 1. (1 điểm) Một tập các toán tử lôgic C được gọi là đầy đủ nếu mỗi mệnh đề phức hợp
có một mệnh đề phức hợp tương đương lôgic với nó chỉ sử dụng các toán tử lôgic trong C.
Để thấy C = {¬,∧} là một tập các toán tử lôgic đầy đủ, với hai mệnh đề p, q, hãy tìm các
mệnh đề phức hợp chỉ sử dụng các toán tử lôgic trong C và tương đương lôgic với

(a) p ∨ q

(b) p⊕ q

(c) p→ q

(d) p↔ q

Câu 2. (1 điểm) Với một tập hợp A bất kỳ, gọi P(A) là tập hợp tất cả các tập con của A.

(a) Với các tập A, B bất kỳ, chứng minh rằng P(A) ∩ P(B) = P(A ∩ B).

(b) Nếu thay ∩ bằng ∪ thì phát biểu ở phần (a) còn đúng hay không? Tại sao?

Câu 3. (2 điểm)

(a) Sử dụng Định lý Fermat nhỏ để tính a1 = 232023 mod 3, a2 = 232023 mod 7, và a3 =

232023 mod 11.

(b) Tìm số nguyên x thỏa mãn 0 ≤ x < 231 và

x ≡ a1 (mod 3) (1)

x ≡ a2 (mod 7) (2)

x ≡ a3 (mod 11) (3)

trong đó a1, a2, a3 là các số được tính ở phần (a). Sử dụng kết quả trên và Định lý phần
dư Trung Hoa để tính 232023 mod 231. (Chú ý rằng 231 = 3× 7× 11.)

Câu 4. (3 điểm)

(a) Có bao nhiêu số thập phân có 8 chữ số?

(b) Có bao nhiêu số thập phân có 8 chữ số chia hết 5?



(c) Có bao nhiêu số thập phân có 8 chữ số không chia hết cho 5?

(d) Có bao nhiêu số thập phân có 8 chữ số có ba chữ số đầu là 111 hoặc hai chữ số cuối là
00?

(e) Có bao nhiêu số thập phân có 8 chữ số có chứa 111111 (chuỗi 6 chữ số 1 liên tiếp)?

(f) Có bao nhiêu số thập phân có 8 chữ số có ít nhất hai chữ số giống nhau?

Câu 5. (1 điểm) Cho G = (V, E) là một đơn đồ thị vô hướng có n ≥ 2 đỉnh.

(a) Chứng minh rằng không tồn tại đồng thời hai đỉnh phân biệt u, v thỏa mãn degG(u) = 0
và degG(v) = n− 1.

(b) Chứng minh rằng nếu với mọi v ∈ V ta có degG(v) ≥ n/2 thì G là một đồ thị liên thông.

Câu 6. (2 điểm)

(a) Đồ thị Cn (n ≥ 3) có bao nhiêu cạnh? Đồ thị Qn (n ≥ 1) có bao nhiêu cạnh?

(b) Cho G = (V, E) là một đơn đồ thị vô hướng. Chứng minh rằng nếu G có chính xác hai
đỉnh bậc lẻ u và v thì có một đường đi trong G giữa u và v.
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Lời giải 1. Một phương án giải là sử dụng bảng chân trị để đưa các biểu thức đã cho về dạng tuyển
chuẩn tắc (DNF) hoặc dạng hội chuẩn tắc (CNF) rồi áp dụng luật De Morgan và các tương đương
lôgic đã biết. [1 điểm]

(a)

p ∨ q ≡ ¬(¬p ∧ ¬q) luật De Morgan

0.25

(b)

p⊕ q ≡ (p ∧ ¬q) ∨ (¬p ∧ q) dạng tuyển chuẩn tắc
≡ ¬(¬(p ∧ ¬q) ∧ ¬(¬p ∧ q)) luật De Morgan

hoặc

p⊕ q ≡ (¬p ∨ ¬q) ∧ (p ∨ q) dạng hội chuẩn tắc
≡ ¬(p ∧ q) ∧ ¬(¬p ∧ ¬q) luật De Morgan

0.25

(c)

p→ q ≡ ¬p ∨ q dạng hội chuẩn tắc
≡ ¬(p ∧ ¬q) luật De Morgan

hoặc

p→ q ≡ (p ∧ q) ∨ (¬p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q) dạng tuyển chuẩn tắc
≡ ¬(¬(p ∧ q) ∧ ¬(¬p ∧ q) ∧ ¬(¬p ∧ ¬q)) luật De Morgan

0.25
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(d)

p↔ q ≡ (p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q) dạng tuyển chuẩn tắc
≡ ¬(¬(p ∧ q) ∧ ¬(¬p ∧ ¬q)) luật De Morgan

hoặc

p↔ q ≡ (p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ q) dạng hội chuẩn tắc
≡ ¬(¬p ∧ q) ∧ ¬(p ∧ ¬q) luật De Morgan

0.25

Lời giải 2. [1 điểm]

(a) Ta chứng minh P(A) ∩ P(B) ⊆ P(A ∩ B) và P(A ∩ B) ⊆ P(A) ∩ P(B).
Lấy một tập bất kỳ X ∈ P(A) ∩ P(B). Ta có X ∈ P(A) và X ∈ P(B). Theo định nghĩa,
X ⊆ A và X ⊆ B. Do đó, X ⊆ (A ∩ B). Theo định nghĩa, X ∈ P(A ∩ B). Do đó P(A) ∩
P(B) ⊆ P(A ∩ B).
Lấy một tập bất kỳ X ∈ P(A ∩ B). Theo định nghĩa, X ⊆ (A ∩ B). Do đó, X ⊆ (A ∩ B) ⊆
A và X ⊆ (A∩ B) ⊆ B. Theo định nghĩa, X ∈ P(A) và X ∈ P(B), hay X ∈ P(A)∩P(B).
Do đó P(A ∩ B) ⊆ P(A) ∩ P(B).

0.5

(b) Nếu thay ∩ bằng ∪ thì phát biểu ở phần (a) không đúng, nghĩa là tồn tại các tập A, B
thỏa mãn P(A)∪P(B) 6= P(A∪ B). Để thấy điều này, xét các tập A, B thỏa mãn A \ B 6=
∅ và B \ A 6= ∅. Đặt X = A∆B = (A \ B)∪ (B \ A). Ta chứng minh X /∈ P(A)∪P(B) và
X ∈ P(A ∪ B).
Do ∅ 6= (B \ A) ⊆ X, ta có X * A, và do đó X /∈ P(A). Do ∅ 6= (A \ B) ⊆ X, ta có
X * B, và do đó X /∈ P(B). Do đó, X /∈ P(A) ∪ P(B). Mặt khác, do X = A∆B ⊆ A ∪ B,
ta có X ∈ P(A ∪ B).

Để chứng minh phát biểu ở phần (a) không đúng khi thay ∩ bằng ∪, có thể lấy ví dụ cụ
thể các tập A, B thỏa mãn P(A) ∪ P(B) 6= P(A ∪ B). Ví dụ với A = {1} và B = {2} thì
P(A) = {∅, {1}} và P(B) = {∅, {2}}, do đó P(A) ∪ P(B) = {∅, {1}, {2}}. Mặt khác,
P(A ∪ B) = P({1, 2}) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.

0.5

Lời giải 3. [2 điểm]

(a) Theo định lý Fermat nhỏ, với p là số nguyên tố và a là số nguyên không chia hết cho
p, ta có ap−1 ≡ 1 (mod p). Áp dụng định lý Fermat nhỏ, ta có 232 ≡ 1 (mod 3), 236 ≡ 1
(mod 7), và 2310 ≡ 1 (mod 11). Do đó,

a1 = 232023 mod 3 = (232)1011 × 23 mod 3 = [(232 mod 3)1011 × (23 mod 3)] mod 3 = 2

a2 = 232023 mod 7 = (236)337 × 23 mod 7 = [(236 mod 7)337 × (23 mod 7)] mod 7 = 2

a3 = 232023 mod 11 = (2310)202 × 233 mod 11 = [(2310 mod 11)202 × (233 mod 11)] mod 11

= [233 mod 11] mod 11 = (23 mod 11)3 mod 11 = 1

1
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(b) Ta giải hệ phương trình sau

x ≡ 2 (mod 3) (1)
x ≡ 2 (mod 7) (2)
x ≡ 1 (mod 11) (3)

(Cách 1) Sử dụng chứng minh của Định lý phần dư Trung Hoa.

Đặt m1 = 3, m2 = 7, m3 = 11, và m = m1m2m3 = 3× 7× 11 = 231. Ta có

• M1 = m/m1 = 7× 11 = 77 và y1 = −1 là một nghịch đảo của M1 theo
môđun m1 = 3.

• M2 = m/m2 = 3× 11 = 33 và y2 = 3 là một nghịch đảo của M2 theo
môđun m2 = 7.

• M3 = m/m3 = 3× 7 = 21 và y3 = −1 là một nghịch đảo của M3 theo
môđun m3 = 11.

Một nghiệm của hệ phương trình là

x? =
3

∑
i=1

aiyi Mi = 2× (−1)× 77 + 2× 3× 33 + 1× (−1)× 21 = 23.

Theo Định lý phần dư Trung Hoa, x? là nghiệm duy nhất của hệ phương trình
theo môđun 231, nghĩa là, mọi số nguyên x thỏa mãn x ≡ x? (mod 231) đều là
nghiệm của hệ phương trình. Do đó, x = x? mod 231 = 23 là nghiệm duy nhất
của hệ phương trình thỏa mãn 0 ≤ x < 231.

(Cách 2) Sử dụng phương pháp thay ngược.

• Từ (1), tồn tại t ∈ Z sao cho x = 3t + 2.

• Thay vào (2), ta có 3t + 2 ≡ 2 (mod 7), suy ra 3t ≡ 0 (mod 7), và do đó
t ≡ 0 (mod 7). Do đó, tồn tại u ∈ Z sao cho t = 7u. Suy ra x = 3t + 2 =
3(7u) + 2 = 21u + 2.

• Thay vào (3), ta có 21u + 2 ≡ 1 (mod 11), suy ra 21u ≡ −1 (mod 11), và
do đó u ≡ −10 (mod 11) ≡ 1 (mod 11). Do đó, tồn tại v ∈ Z sao cho
u = 11v + 1. Suy ra x = 21u + 2 = 21(11v + 1) + 2 = 231v + 23.

• Do đó, x = 23 là nghiệm duy nhất của hệ phương trình thỏa mãn 0 ≤ x <
231.

Theo Định lý phần dư Trung Hoa, do 232023 là một nghiệm của hệ phương trình, ta có
232023 ≡ 23 (mod 231) và do đó 232023 mod 231 = 23.

1

Lời giải 4. Giả sử a1a2a3a4a5a6a7a8 là một số thập phân có 8 chữ số.

(a) Gọi A là tập các số thập phân có 8 chữ số. Để xây dựng một phần tử thuộc A, có 9
cách chọn a1 (1, 2, . . . , 9) và 10 cách chọn (0, 1, 2, . . . , 9) mỗi chữ số trong tập a2, . . . , a8. Do
đó, có 9× 107 = 90 000 000 số thập phân có 8 chữ số.

0.5
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(b) Gọi A5 là tập các số thập phân có 8 chữ số chia hết cho 5. Ta đếm số phần tử của
A5. Với x ∈ A5, do x là số thập phân có 8 chữ số, ta có 107 ≤ x < 108. Kết hợp với x
chia hết cho 5, ta có x = 107 + 5k với số nguyên k ≥ 0 nào đó. Từ 107 ≤ x < 108, ta có
107 ≤ 107 + 5k < 108, suy ra 0 ≤ k < (108 − 107)/5 = 18× 106. Do đó, A5 = {107 + 5k |
0 ≤ k < 18× 106}, suy ra |A5| = 18× 106 = 18 000 000.

0.5

(c) Từ các phần (a) và (b), số các số thập phân có 8 chữ số không chia hết cho 5 chính là số
phần tử của tập A5 = A \ A5. Ta có |A5| = |A| − |A5| = 9× 107 − 18× 106 = 72× 106 =
72 000 000.

0.5

(d) Gọi B111 là tập các số thập phân có 8 chữ số có ba chữ số đầu là 111 và E00 là tập các số
thập phân có 8 chữ số có hai chữ số cuối là 00. Số các số thập phân có 8 chữ số có ba chữ
số đầu là 111 hoặc hai chữ số cuối là 00 bằng số phần tử của tập B111 ∪ E00. Theo nguyên
lý bù trừ, |B111 ∪ E00| = |B111|+ |E00| − |B111 ∩ E00|.
Để xây dựng một phần tử của B111, ta chỉ cần chọn các chữ số trong tập a4, . . . , a8 (do
a1 = a2 = a3 = 1), trong đó mỗi ai (4 ≤ i ≤ 8) có 10 cách chọn (0, . . . , 9). Do đó
|B111| = 105. Để xây dựng một phần tử của E00, ta chỉ cần chọn các chữ số trong tập
a1, . . . , a6 (do a7 = a8 = 0), trong đó a1 có 9 cách chọn (1, . . . , 9) và mỗi ai (2 ≤ i ≤ 6) có
10 cách chọn. Do đó, E00 = 9× 105. Để xây dựng một phần tử của B111 ∩ E00, ta chỉ cần
chọn các chữ số trong tập a4, . . . , a6 (do a1 = a2 = a3 = 1 và a7 = a8 = 0), trong đó mỗi ai
(4 ≤ i ≤ 6) có 10 cách chọn. Do đó, |B111 ∩ E00| = 103.
Ta có |B111 ∪ E00| = |B111|+ |E00| − |B111 ∩ E00| = 105 + 9× 105 − 103 = 999 000.

0.5

(e) Ta xét các trường hợp dựa trên vị trí bắt đầu của dãy 111111 trong một số thập phân
có 8 chữ số.

• Các số có dạng 111111a7a8. Mỗi chữ số a7 và a8 có 10 cách chọn (0, 1, . . . , 9). Do đó,
có 102 số dạng này.

• Các số có dạng a1111111a8 với a1 6= 1. Có 8 cách chọn a1 (2, 3, . . . , 9) và có 10 cách
chọn a8 (0, . . . , 9). Do đó, có 8× 10 số dạng này.

• Các số có dạng a1a2111111 với a2 6= 1. Có 9 cách chọn a1 (1, . . . , 9) và có 9 cách chọn
a2 (0, 2, 3, . . . , 9). Do đó, có 92 số dạng này.

Như vậy, theo quy tắc cộng, có 102 + 8× 10 + 92 = 261 số thập phân có 8 chữ số có chứa
111111.

0.5
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(f) Gọi D là tập các số thập phân có 8 chữ số trong đó không có hai chữ số nào giống
nhau. Kết hợp với phần (a), số các số thập phân có 8 chữ số trong đó có ít nhất hai chữ số
giống nhau là số phần tử của tập D = A \ D. Để xây dựng một phần tử thuộc D:

• có 9 cách chọn a1 (1, 2, . . . , 9),

• ứng với mỗi cách chọn a1, có 9 cách chọn a2 từ tập {0, . . . , 9} − a1,

• ứng với mỗi cách chọn a1, a2, có 8 cách chọn a3 từ tập {0, . . . , 9} − {a1, a2},

• ứng với mỗi cách chọn a1, a2, a3, có 7 cách chọn a4 từ tập {0, . . . , 9} − {a1, a2, a3},

• . . .

• ứng với mỗi cách chọn a1, . . . , a7, có 3 cách chọn a8 từ tập {0, . . . , 9} − {a1, . . . , a7}.

Do đó, |D| = 9 × 9 × 8 × 7 × 6 × 5 × 4 × 3 = 1 632 960. Suy ra |D| = |A| − |D| =
90 000 000− 1 632 960 = 88 367 040.

0.5

Lời giải 5. [1 điểm]

(a) Giả sử tồn tại hai đỉnh phân biệt u, v trong G thỏa mãn degG(u) = 0 và degG(v) =
n− 1 > 0. Do bậc của u bằng 0, u không liền kề với bất kỳ đỉnh nào khác trong n− 1 đỉnh
còn lại. Do đó, với mọi đỉnh w 6= u, ta có degG(w) ≤ n− 2. Điều này mâu thuẫn với giả
thiết degG(v) = n− 1 > n− 2.

0.5

(b) Giả sử G không là đồ thị liên thông, nghĩa là, tồn tại hai đỉnh u, v ∈ V sao cho không
có đường đi giữa u và v trong G. Gọi H = (VH, EH) và K = (VK, EK) lần lượt là các
thành phần liên thông của G chứa u và v. Ta có degH(w) = degG(w) với mọi w ∈ VH
và degK(w) = degG(w) với mọi w ∈ VK. Do đó, degH(u) ≥ n/2 và degK(v) ≥ n/2.
Suy ra |VH | ≥ n/2 + 1 và |VK| ≥ n/2 + 1. Do H và K là các thành phần liên thông của
G, VH và VK là các tập con không giao nhau của V và VH ∪ VK ⊆ V. Do đó, n = |V| ≥
|VH |+ |VK| ≥ 2(n/2 + 1) = n + 2. Đây là một mâu thuẫn.
Một cách chứng minh khác là như sau. Ta chứng minh với mọi cặp đỉnh u, v ∈ V, tồn tại
một đường đi giữa u và v trong G. Với một đỉnh w ∈ V bất kỳ, gọi N[w] là tập chứa w và
các đỉnh liền kề với w trong G. Theo giả thiết |N[w]| ≥ n/2+ 1. Với mọi cặp đỉnh u, v ∈ V,
ta có |N[u]| ≥ n/2+ 1 và |N[v]| ≥ n/2+ 1. Do đó, |N[u]|+ |N[v]| ≥ n+ 2 > n. Mặt khác,
do N[u] ∪ N[v] ⊆ V, ta có n = |V| ≥ |N[u] ∪ N[v]| = |N[u]|+ |N[v]| − |N[u] ∩ N[v]| ≥
n + 2− |N[u] ∩ N[v]|. Do đó, N[u] ∩ N[v] 6= ∅. Nếu u ∈ N[u] ∩ N[v] thì u và v là hai
đỉnh liền kề nhau, và do đó cạnh uv là một đường đi giữa u và v trong G. Ngược lại, nếu
u /∈ N[u] ∩ N[v] thì ta cũng có v /∈ N[u] ∩ N[v] và do đó tồn tại một đỉnh w khác với cả u
và v thỏa mãn w ∈ N[u] ∩ N[v]. Do đó, các cạnh uw và wv tạo thành một đường đi giữa
u và v trong G.

0.5

Lời giải 6. [2 điểm]

(a) Mỗi đỉnh trong đồ thị Cn có bậc 2, do đó tổng bậc của tất cả các đỉnh trong Cn là 2n.
Theo Định lý bắt tay, số cạnh của Cn là 2n/2 = n.
Theo định nghĩa, mỗi đỉnh trong Qn ứng với một chuỗi nhị phân độ dài n. Do đó, Qn có
2n đỉnh. Mỗi đỉnh trong đồ thị Qn có bậc n, do đó tổng bậc của tất cả các đỉnh trong Qn
là n2n. Theo Định lý bắt tay, số cạnh của Cn là n2n/2 = n2n−1.

1
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(b) Giả sử không có đường đi nào giữa u và v trong G. Do đó, u và v không thuộc cùng
một thành phần liên thông của G. Gọi H = (VH, EH) và K = (VK, EK) lần lượt là các
thành phần liên thông của G chứa u và v. Do u 6= v, H và K là hai đồ thị phân biệt. Do H
là một thành phần liên thông của G, với mọi w ∈ VH, ta có degH(w) = degG(w). Do đó,
với mọi đỉnh w 6= u trong H, degH(w) là chẵn, và degH(u) là lẻ. Suy ra ∑w∈VH

degH(w)
phải là một số lẻ. Điều này mâu thuẫn với Định lý bắt tay. Do đó, tồn tại một đường đi
trong G giữa u và v.

1

Hà Nội, ngày 22 tháng 05 năm 2023
NGƯỜI LÀM ĐÁP ÁN

(ký và ghi rõ họ tên)

Hoàng Anh Đức
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