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Điểm:

1. Cho các mệnh đề p, q, r, và s.

(a) (1 điểm) Chứng minh rằng các mệnh đề (p→ q)∧ (p→ r) và p→ (q ∧ r) là tương đương lôgic.

(b) (1 điểm) Chứng minh rằng mệnh đề (p→ q) ∧ (q → r)→ (p→ r) là một hằng đúng.

(c) (1 điểm) Chứng minh rằng các mệnh đề (p→ q)→ (r → s) và (p→ r)→ (q → s) không tương
đương lôgic.

Lời giải:

(a) Ta có

(p→ q) ∧ (p→ r) ≡ (¬p ∨ q) ∧ (¬p ∨ r) p→ q ≡ ¬p ∨ q

≡ ((¬p ∨ q) ∧ ¬p) ∨ ((¬p ∨ q) ∧ r) Luật phân phối

≡ ¬p ∨ ((¬p ∨ q) ∧ r) Luật hấp thụ

≡ (¬p ∨ (¬p ∨ q)) ∧ (¬p ∨ r) Luật phân phối

≡ ((¬p ∨ ¬p) ∨ q) ∧ (¬p ∨ r) Luật kết hợp

≡ (¬p ∨ q) ∧ (¬p ∨ r) Luật lũy đẳng

≡ ¬p ∨ (q ∧ r) Luật phân phối
≡ p→ (q ∧ r) p→ q ≡ ¬p ∨ q

(b) Ta xây dựng bảng chân trị cho mệnh đề (p→ q) ∧ (q → r)→ (p→ r) như sau.
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p q r p→ q q → r p→ r (p→ q) ∧ (q → r) (p→ q) ∧ (q → r)→ (p→ r)
T T T T T T T T
T T F T F F F T
T F T F T T F T
F T T T T T T T
T F F F T F F T
F T F T F T F T
F F T T T T T T
F F F T T T T T

Từ bảng chân trị, mệnh đề (p→ q) ∧ (q → r)→ (p→ r) là một hằng đúng.

(c) Ngoài cách lập bảng chân trị, có thể lý luận như sau. Chú ý là mệnh đề p → q chỉ sai khi
p = T và q = F. Để chứng minh hai mệnh đề (p → q) → (r → s) và (p → r) → (q → s)
không tương đương lôgic, ta cần chọn các giá trị chân lý cho p, q, r, s sao cho một mệnh đề
đúng và mệnh đề kia sai.

• Để một trong hai mệnh đề đã cho là sai, ta có thể chọn sao cho p → q = p → r = T
và sau đó chọn sao cho q → s và r → s có giá trị chân lý khác nhau. Đơn giản nhất là
chọn p = F.

• Tiếp theo, ta muốn chọn sao cho q → s và r → s có giá trị chân lý khác nhau. Như
vây, giá trị của q và r phải khác nhau. Nghĩa là nếu q = T thì r = F và nếu q = F thì
r = T.

• Thêm vào đó, do ít nhất một trong hai mệnh đề q → s và r → s phải có giá trị chân
lý là F, bắt buộc ta phải chọn s = F.

Tóm lại, có thể chọn p = s = F và sau đó chọn q = T, r = F hoặc q = F và r = T.
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2. (2 điểm) Sử dụng phương pháp quy nạp, hãy chứng minh rằng 23n−1 chia hết cho 7 với mọi n ∈ N.

Lời giải: Gọi P (n) là vị từ “23n− 1 chia hết cho 7”. Ta chứng minh ∀nP (n) bằng phương pháp
quy nạp.

• Bước cơ sở: Ta chứng minh P (0) đúng. Thật vậy, với n = 0, ta có 23n − 1 = 20 − 1 = 0
chia hết cho 7.

• Bước quy nạp: Giả sử P (k) đúng với k ∈ N nào đó, nghĩa là 23k − 1 chia hết cho 7. Ta
chứng minh P (k+1) đúng, nghĩa là chứng minh 23(k+1)− 1 chia hết cho 7. Thật vậy, theo
giả thiết quy nạp, 23k − 1 chia hết cho 7. Do đó, 23(k+1) − 1 = 23(23k − 1) + 7 cũng chia
hết cho 7.

Bằng phương pháp quy nạp, ta đã chứng minh 23n − 1 chia hết cho 7 với mọi n ∈ N.
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3. (3 điểm) Sử dụng phương pháp quy nạp yếu, hãy chứng minh rằng với mọi số nguyên n ≥ 14, tồn
tại a, b ∈ N sao cho n = 3a + 8b. (Chú ý: Chứng minh bằng quy nạp mạnh cũng được chấp nhận,
nhưng sẽ chỉ được tính tối đa 2 điểm.)

Lời giải: Ta chứng minh phát biểu P (n) := “tồn tại a, b ∈ N sao cho n = 3a + 8b” bằng quy
nạp mạnh.

• Bước cơ sở: Ta chứng minh P (14) đúng. Thật vậy, 14 = 3 · 2 + 8 · 1.

• Bước quy nạp: Giả sử với số nguyên k ≥ 14 nào đó, P (k) đúng, nghĩa là tồn tại a, b ∈ N
sao cho k = 3a+ 8b. Ta chứng minh P (k + 1) đúng, nghĩa là chứng minh tồn tại c, d ∈ N
sao cho k + 1 = 3c+ 8d.

Từ giả thiết quy nạp, ta có k + 1 = 3a+ 8b+ 1 = 3(a+ 3) + 8(b− 1).

Với b ≥ 1, P (k + 1) đúng, do ta có thể chọn c = a+ 3 ∈ N và d = b− 1 ∈ N.
Với b = 0, do 14 ≤ k = 3a+ 8b = 3a và a ∈ N, ta có a ≥ 5. Ta cũng có k + 1 = 3a+ 1 =
3(a− 5) + 8 · 2. Suy ra P (k + 1) đúng, do ta có thể chọn c = a− 5 ∈ N và d = 2 ∈ N.

Theo nguyên lý quy nạp yếu, với mọi số nguyên n ≥ 14, tồn tại a, b ∈ N sao cho n = 3a+ 8b.

Chú ý: Một phương án khác để chứng minh P (k)→ P (k + 1) là như sau:

Từ giả thiết quy nạp, ta có k + 1 = 3a+ 8b+ 1 = 3(a− 5) + 8(b+ 2).

Với a ≥ 5, P (k + 1) đúng, do ta có thể chọn c = a− 5 ∈ N và d = b+ 2 ∈ N.
Với 0 ≤ a ≤ 4, do 14 ≤ k = 3a+ 8b ≤ 12 + 8b và b ∈ N, ta có b ≥ 1, hay b− 1 ∈ N. Ta cũng có
k+1 = 3a+8b+1 = 3(a+3)+8(b− 1). Suy ra P (k+1) đúng, do ta có thể chọn c = a+3 ∈ N
và d = b− 1 ∈ N.
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4. (2 điểm) Tìm công thức tường minh của tổng sau cho mọi số nguyên n ≥ 1.
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Lời giải:
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Cách 2: Dãy {Tn} được xác định bởi hệ thức truy hổi Tn = Tn−1 +
n

2n
(n ≥ 2) và điều kiện

ban đầu T1 = 1/2.

Hệ thức Tn = Tn−1 +
n

2n
(n ≥ 2) (?) là một hệ thức truy hồi tuyến tính không thuần

nhất bậc một với hệ số hằng và có hệ thức thuần nhất tương ứng là Tn = Tn−1 (??).
Hệ thức thuần nhất (??) có đa thức đặc trưng là r − 1. Đa thức này có nghiệm duy
nhất r = 1. Do đó, nghiệm của (??) có dạng T

(h)
n = c · 1n = c, với c là hằng số nào

đó.

Ta có n/(2n) = (1 · n+ 0) · (1/2)n. Do 1/2 không là nghiệm đặc trưng của (??), một
nghiệm riêng T
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