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trống.

• Không sử dụng tài liệu. Không trao đổi, bàn bạc khi làm bài.
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Điểm:

1. Cho các mệnh đề p, q, và r.

(a) (1 điểm) Chứng minh rằng các mệnh đề (p→ r)∧ (q → r) và (p∨ q)→ r là tương đương lôgic.

(b) (1 điểm) Chứng minh rằng các mệnh đề (p ∧ q)→ r và p→ (q → r) là tương đương lôgic.

Lời giải:

(a) Ta có

(p→ r) ∧ (q → r) ≡ (¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ r) p→ q ≡ ¬p ∨ q

≡ (¬p ∧ ¬q) ∨ r Luật phân phối

≡ ¬(p ∨ q) ∨ r Luật De Morgan
≡ (p ∨ q)→ r p→ q ≡ ¬p ∨ q

(b) Ta có

(p ∧ q)→ r ≡ ¬(p ∧ q) ∨ r p→ q ≡ ¬p ∨ q

≡ (¬p ∨ ¬q) ∨ r Luật De Morgan

≡ ¬p ∨ (¬q ∨ r) Luật kết hợp
≡ p→ (¬q ∨ r) p→ q ≡ ¬p ∨ q

≡ p→ (q → r) p→ q ≡ ¬p ∨ q
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2. (a) (1 điểm) Hãy cho ví dụ về các hàm f và g thỏa mãn điều kiện f ◦ g là song ánh nhưng f không
là đơn ánh và g không là toàn ánh.

(b) (1 điểm) Tìm các tập hợp A,B thỏa mãn hai điều kiện sau

A = {3, |B|}, (1)
B = {1, |A|, |B|}. (2)

Lời giải:

(a) Ví dụ, ta định nghĩa các hàm f và g như hình sau
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(b) Chú ý rằng 1 ≤ |A| ≤ 2 và 1 ≤ |B| ≤ 3.

Trước tiên, ta xét trường hợp |A| = 1. Từ |A| = 1 và (1), ta có |B| = 3. Từ |A| = 1 và (2),
ta có |B| ≤ 2. Đây là một mâu thuẫn. Do đó, |A| = 2.

Từ |A| = 2 và (1), ta có |B| 6= 3, nghĩa là 1 ≤ |B| ≤ 2. Từ |A| = 2 và (2), ta có B = {1, 2, |B|},
nghĩa là |B| ≥ 2. Do đó, |B| = 2.

Tóm lại, ta có A = {3, 2} và B = {1, 2, 2} = {1, 2}.
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3. (3 điểm) Dãy Fibonacci {fn} được cho bởi hệ thức truy hồi fn = fn−1 + fn−2 (n ≥ 2) và điều kiện
ban đầu f0 = 0 và f1 = 1. Sử dụng phương pháp quy nạp, chứng minh rằng với mọi n ≥ 1,

f2
1 + f2

2 + · · ·+ f2
n = fnfn+1. (3)

Lời giải: Ta chứng minh (3) đúng với mọi n ≥ 1 bằng quy nạp.

• Bước cơ sở: Ta chứng minh với n = 1, (3) đúng.

Thật vậy, với n = 1, (3) tương đương với f2
1 = f1f2. Do f1 = f2 = 1, ta có f2

1 = f1f2 = 1.
Do đó, (3) đúng.

• Bước quy nạp: Giả sử với số nguyên k ≥ 1 nào đó, (3) đúng với n = k, nghĩa là
f2
1 + f2

2 + · · ·+ f2
k = fkfk+1. Ta chứng minh (3) đúng với n = k + 1, nghĩa là chứng minh

f2
1 + f2

2 + · · ·+ f2
k + f2

k+1 = fk+1fk+2. Thật vậy, ta có

f2
1 + f2

2 + · · ·+ f2
k + f2

k+1 = fkfk+1 + f2
k+1 Giả thiết quy nạp

= fk+1(fk + fk+1)

= fk+1fk+2. Định nghĩa dãy Fibonacci

Theo nguyên lý quy nạp, ta có điều phải chứng minh.
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4. (3 điểm) Sử dụng phương pháp quy nạp yếu, hãy chứng minh rằng với mọi số nguyên n ≥ 6, tồn
tại a, b ∈ N sao cho n = 2a + 7b. (Chú ý: Chứng minh bằng quy nạp mạnh cũng được chấp nhận,
nhưng sẽ chỉ được tính tối đa 2 điểm.)

Lời giải: Ta chứng minh phát biểu P (n) := “tồn tại a, b ∈ N sao cho n = 2a + 7b” bằng quy
nạp yếu.

• Bước cơ sở: Ta chứng minh P (6) đúng. Thật vậy, 6 = 2 · 3 + 7 · 0.

• Bước quy nạp: Giả sử P (k) đúng với số nguyên k ≥ 6 nào đó, nghĩa là tồn tại a, b ∈ N
thỏa mãn k = 2a+7b. Ta chứng minh P (k+1) đúng, nghĩa là chứng minh tồn tại c, d ∈ N
thỏa mãn k + 1 = 2c+ 7d.

Từ giả thiết quy nạp, ta có k + 1 = 2a+ 7b+ 1 = 2(a− 3) + 7(b+ 1).

Với a ≥ 3, P (k + 1) đúng, do ta có thể chọn c = a− 3 ∈ N và d = b+ 1 ∈ N.
Với 0 ≤ a ≤ 2, do 6 ≤ k = 2a+ 7b ≤ 4 + 7b và b ∈ N, ta có b ≥ 1, hay b− 1 ∈ N. Ta cũng
có k + 1 = 2a + 7b + 1 = 2(a + 4) + 7(b − 1). Suy ra P (k + 1) đúng, do ta có thể chọn
c = a+ 4 ∈ N và d = b− 1 ∈ N.

Theo nguyên lý quy nạp, ta có điều phải chứng minh.

Chú ý: Một phương án khác để chứng minh P (k)→ P (k + 1) là như sau:

Từ giả thiết quy nạp, ta có k + 1 = 2(a+ 4) + 7(b− 1).

Với b ≥ 1, P (k + 1) đúng do ta có thể chọn c = a+ 4 ∈ N và d = b− 1 ∈ N.
Với b = 0, do 6 ≤ k = 2a+7b = 2a, ta có a ≥ 3, hay a− 3 ∈ N. Ta cũng có k+1 = 2a+7b+1 =
2(a− 3) + 7 · 1. Suy ra P (k + 1) đúng, do ta có thể chọn c = a− 3 ∈ N và d = 1 ∈ N.


