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Câu 1. (2 điểm)

(a) Cho các mệnh đề p, q, và r. Các mệnh đề p → (q ∧ r) và (p → q) ∧ (p → r) có tương
đương lôgic không? Tại sao?

(b) Giả sử x3x2x1x0 (xi ∈ {0, 1} với i ∈ {0, 1, 2, 3}) là một biểu diễn nhị phân của một số
tự nhiên x ∈ N. (Nghĩa là, x = (x3x2x1x0)2.) Nếu như ta coi 0 là F và 1 là T, ta có thể
biểu diễn một tính chất của x thông qua mệnh đề lôgic với {x0, x1, x2, x3} và các toán
tử lôgic đã biết. Phương thức tương tự được sử dụng trong quá trình thiết kế các mạch
lôgic trong máy tính để thực hiện các phép toán số học một cách nhanh chóng.

Ví dụ, để biểu diễn tính chất “x = 0” (chú ý là 0 = (0000)2), ta sẽ tìm một mệnh đề phức
hợp A của {x0, x1, x2, x3} thỏa mãn điều kiện: A đúng khi và chỉ khi x3 = x2 = x1 =

x0 = 0 (= F). Một mệnh đề thỏa mãn điều kiện trên là A = ¬x3 ∧ ¬x2 ∧ ¬x1 ∧ ¬x0.

Hãy tìm mệnh đề phức hợp của {x0, x1, x2, x3} biểu diễn tính chất “x ≥ 10”.

Câu 2. (2 điểm) Cho số nguyên dương n. Với những giá trị nào của n thì luôn tồn tại các
số nguyên không âm a, b thỏa mãn n = 2a + 11b? Chứng minh phỏng đoán của bạn bằng
phương pháp quy nạp mạnh.

Câu 3. (2 điểm)

(a) Sử dụng Định lý Fermat nhỏ để tính a1 = 92024 mod 7, a2 = 92024 mod 13, và a3 =

92024 mod 23.

(b) Giải hệ phương trình đồng dư

x ≡ a1 (mod 7) (1)

x ≡ a2 (mod 13) (2)

x ≡ a3 (mod 23) (3)

trong đó a1, a2, a3 là các số được tính ở phần (a). Sử dụng kết quả trên và Định lý phần
dư Trung Hoa để tính 92024 mod 2093. (Chú ý rằng 2093 = 7× 13× 23.)



Câu 4. (2 điểm)

(a) Có bao nhiêu số có ba chữ số chia hết cho 5 hoặc chia hết cho 8?

(b) Có bao nhiêu số có ba chữ số có tổng các chữ số bằng 13?

Câu 5. (2 điểm)

(a) Mỗi phát biểu sau đây là đúng hay sai? Nếu đúng, hãy chứng minh phát biểu đó. Nếu
sai, hãy đưa ra một phản ví dụ cụ thể.

(P1) Mọi đồ thị hai phần đều là đồ thị phẳng.

(P2) Mọi đồ thị hai phần G có sắc số χ(G) bằng hai.

(P3) Mọi đồ thị đầy đủ Kn (n ≥ 1) có đường đi Euler.

(P4) Một đồ thị G là đồ thị hai phần khi và chỉ khi tổng bậc của tất cả các đỉnh trong đồ
thị là một số chẵn.

(P5) Nếu một đồ thị G là đồ thị phẳng thì G có đường đi Euler.

(b) Chứng minh rằng trong một đơn đồ thị vô hướng G bất kỳ gồm n ≥ 2 đỉnh, luôn tìm
được hai đỉnh có cùng bậc.
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Lời giải 1. [2 điểm]

(a) p→ (q ∧ r) và (p→ q) ∧ (p→ r) tương đương lôgic. Cụ thể

p→ (q ∧ r) ≡ ¬p ∨ (q ∧ r) p→ q ≡ ¬p ∨ q

≡ (¬p ∨ q) ∧ (¬p ∨ r) Luật phân phối
≡ (p→ q) ∧ (p→ r) p→ q ≡ ¬p ∨ q

1

(b) Với mọi số x ≥ 10, trong biểu diễn nhị phân x3x2x1x0 của x, ta cần x3 = 1 và x1 = 1
hoặc x3 = 1 và x2 = 1. (Khi đó, trong trường hợp thứ nhất, x = x3 · 23 + x2 · 22 + x1 · 21 +
x0 · 20 ≥ 23 + 21 = 10. Trong trường hợp thứ hai, x = x3 · 23 + x2 · 22 + x1 · 21 + x0 · 20 ≥
23 + 22 = 12 > 10.) Do đó, ta cần tìm một biểu thức B thỏa mãn điều kiện: B đúng khi
và chỉ khi x3 = x1 = 1 (= T) hoặc x3 = x2 = 1 (= T). Một mệnh đề thỏa mãn điều kiện
trên là B = x3 ∧ (x2 ∨ x1).

1

Lời giải 2. [2 điểm]

Ta chứng minh bằng quy nạp mạnh rằng phát biểu P(n) = “Tồn tại a, b ∈ N thỏa mãn
n = 2a + 11b” đúng với mọi n ≥ 10.

0.5

Bước cơ sở: Ta chứng minh P(10), P(11), P(12), và P(13) đúng. Thật vậy, ta có

10 = 2 · 5 + 11 · 0,
11 = 2 · 0 + 11 · 1,
12 = 2 · 6 + 11 · 0,
13 = 2 · 1 + 11 · 1.

0.5

Bước quy nạp: Giả sử với số nguyên cố định k ≥ 13 nào đó, P(j) đúng với mọi j ∈
{10, . . . , k}. Ta chứng minh P(k+ 1) đúng, nghĩa là chứng minh tồn tại c, d ∈N thỏa mãn
k + 1 = 2c + 11d. Thật vậy, ta có k + 1 = (k− 3) + 2 · 2. Do k ≥ 13, ta có 10 ≤ k− 3 ≤ k.
Theo giả thiết quy nạp, P(k− 3) đúng, nghĩa là tồn tại a, b ∈N sao cho k− 3 = 2a + 11b.
Do đó, k + 1 = (k− 3) + 2 · 2 = 2(a + 2) + 11b. Chọn c = a + 2 ∈ N và d = b ∈ N, ta có
P(k + 1) đúng.
Theo nguyên lý quy nạp mạnh, ta có điều phải chứng minh.

1

Lời giải 3. [2 điểm]
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(a) Theo định lý Fermat nhỏ, với p là số nguyên tố và a là số nguyên không chia hết cho
p, ta có ap−1 ≡ 1 (mod p). Áp dụng định lý Fermat nhỏ, ta có 96 ≡ 1 (mod 7), 912 ≡ 1
(mod 13), và 922 ≡ 1 (mod 23). Do đó,

a1 = 92024 mod 7 = [(96)337 · 92] mod 7 = 92 mod 7 = (9 mod 7)2 mod 7 = 22 mod 7 = 4 mod 7 = 4,

a2 = 92024 mod 13 = [(912)168 · 98] mod 13 = 98 mod 13 = (92 mod 13)4 mod 13 = 34 mod 13 = 3,

a3 = 92024 mod 23 = (922)92 mod 23 = 1.

0.5

(b) Ta giải hệ phương trình sau

x ≡ 4 (mod 7) (1)
x ≡ 3 (mod 13) (2)
x ≡ 1 (mod 23) (3)

Cách 1: Sử dụng chứng minh của Định lý phần dư Trung Hoa.
Đặt m1 = 7, m2 = 13, m3 = 23, và m = m1m2m3 = 7× 13× 23 = 2093. Ta có

• M1 = m/m1 = 13× 23 = 299 và y1 = 17 là một nghịch đảo của M1 theo môđun
m1 = 7.

• M2 = m/m2 = 7× 23 = 161 và y2 = −5 là một nghịch đảo của M2 theo môđun
m2 = 13.

• M3 = m/m3 = 7× 13 = 91 và y3 = −1 là một nghịch đảo của M3 theo môđun
m3 = 23.

Nghiệm của hệ phương trình là mọi số nguyên x thỏa mãn

x ≡
3

∑
i=1

aiyi Mi (mod 2093)

≡ 4 · 17 · 299 + 3 · (−5) · 161 + 1 · (−1) · 91 (mod 2093)
≡ 17826 (mod 2093)
≡ 1082 (mod 2093).

Cách 2: Sử dụng phương pháp thay ngược.
Từ (1), tồn tại t ∈ Z sao cho x = 7t + 4. Thay vào (2), ta có 7t + 4 ≡ 3 (mod 13), suy
ra t ≡ −2 (mod 13). Do đó, tồn tại u ∈ Z sao cho t = 13u − 2. Suy ra x = 7t + 4 =
7(13u− 2) + 4 = 91u− 10.
Thay vào (3), ta có 91u− 10 ≡ 1 (mod 23), suy ra u ≡ 12 (mod 23). Do đó, tồn tại v ∈ Z

sao cho u = 23v + 12. Suy ra x = 91u− 10 = 91(23v + 12)− 10 = 2093v + 1082.
Do đó, nghiệm của hệ phương trình có dạng x = 2093v + 1082 với v ∈ Z, hay nghiệm
của hệ phương trình là các số nguyên x thỏa mãn x ≡ 1082 (mod 2093).

1
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Theo phần (a), 92024 cũng là một nghiệm của hệ phương trình đã cho. Do đó, theo Định
lý phần dư Trung Hoa, 92024 ≡ 1082 (mod 2093), hay 92024 mod 2093 = 1082.

0.5

Lời giải 4. [2 điểm]

(a) Do x là số có ba chữ số, ta có 100 ≤ x ≤ 999. Gọi A = {x | (x ∈ N) ∧ (100 ≤ x ≤
999) ∧ (x chia hết cho 5)} và B = {x | (x ∈ N) ∧ (100 ≤ x ≤ 999) ∧ (x chia hết cho 8)}.
Ta cần tính |A ∪ B|. Theo nguyên lý bù trừ, |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|. Ta có

|A| = |{x | (x ∈N) ∧ (100 ≤ x ≤ 999) ∧ (x chia hết cho 5)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (100 ≤ 5k ≤ 999)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (d100/5e ≤ k ≤ b999/5c)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (20 ≤ k ≤ 199)}|
= 180.

|B| = |{x | (x ∈N) ∧ (100 ≤ x ≤ 999) ∧ (x chia hết cho 8)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (100 ≤ 8k ≤ 999)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (d100/8e ≤ k ≤ b999/8c)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (13 ≤ k ≤ 124)}|
= 112.

|A ∩ B| = |{x | (x ∈N) ∧ (100 ≤ x ≤ 999) ∧ (x chia hết cho cả 5 và 8)}|
= |{x | (x ∈N) ∧ (100 ≤ x ≤ 999) ∧ (x chia hết cho 40)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (100 ≤ 40k ≤ 999)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (d100/40e ≤ k ≤ b999/40c)}|
= |{k | (k ∈N) ∧ (3 ≤ k ≤ 24)}|
= 22.

Do đó, |A ∪ B| = 180 + 112− 22 = 270.

1
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(b) Gọi x = x1x2x3 là một số có ba chữ số, trong đó xi ∈ {0, . . . , 9} (i = 1, 2, 3) và x1 6= 0.
Ta cần tính |A| với

A = {(x1, x2, x3) ∈N×N×N | (x1 + x2 + x3 = 13)∧ (1 ≤ x1 ≤ 9)∧ (x2 ≤ 9)∧ (x3 ≤ 9)}.

Cách 1: Sử dụng nguyên lý bù trừ.
Đặt x′1 = x1 − 1. Do 1 ≤ x1 ≤ 9, ta có 0 ≤ x′1 ≤ 8. Ta cũng có |A| = |A′| với

A′ = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12) ∧ (x′1 ≤ 8) ∧ (x2 ≤ 9) ∧ (x3 ≤ 9)}.

Đặt
U = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12)},

A′1 = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12) ∧ (x′1 ≤ 8)},

A′2 = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12) ∧ (x2 ≤ 9)},

A′3 = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12) ∧ (x3 ≤ 9)}.

Ta có A′ = A′1 ∩ A′2 ∩ A′3. Thêm vào đó, ta cũng có A′1, A′2, A′3 là các tập con của U và

A′1 = U \ A′1 = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12) ∧ (x′1 ≥ 9)},

A′2 = U \ A′2 = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12) ∧ (x2 ≥ 10)},

A′3 = U \ A′3 = {(x′1, x2, x3) ∈N×N×N | (x′1 + x2 + x3 = 12) ∧ (x3 ≥ 10)}.

Chú ý rằng |A′| = |U| − |A′| = |U| − |A′1 ∩ A′2 ∩ A′3| = |U| − |A′1 ∪ A′2 ∪ A′3|. (Luật De
Morgan cho ba tập hợp.) Do tổng của hai số lớn hơn hoặc bằng 9 bất kỳ luôn lớn hơn 13,
ta có A′i ∩ A′j = ∅ với 1 ≤ i < j ≤ 3. Do đó, |A′1 ∪ A′2 ∪ A′3| = |A′1|+ |A′2|+ |A′3|. Suy ra

|A′| = |U| − (|A′1|+ |A′2|+ |A′3|) = C3−1
12+3−1 − (C3−1

3+3−1 + C3−1
2+3−1 + C3−1

2+3−1) = 69.

Cách 2: Sử dụng hàm sinh. Ta định nghĩa G(x) = (x + x2 + · · ·+ x9)(1 + x + · · ·+ x9)2.
Từ định nghĩa của A và G(x), ta có |A| chính là hệ số của x12 trong khai triển của G(x).
Ta có

G(x) = (x + x2 + · · ·+ x9)(1 + x + · · ·+ x9)2

= x(1 + x + · · ·+ x8)(1 + x + · · ·+ x9)2

= x · 1− x9

1− x
·
(

1− x10

1− x

)2

= x(1− x9)(1− x10)2(1− x)−3.

Ta có (1− x)−3 =
∞

∑
r=0

Cr
−3(−x)r =

∞

∑
r=0

(−1)rCr
−3xr. Do đó, hệ số của xr (r ≥ 0) trong khai

triển của (1− x)−3 là (−1)rCr
−3 = (−1)r[(−1)rCr

3+r−1] = Cr
r+2.

Chú ý rằng hệ số của x13 trong khai triển của G(x) chính bằng hệ số của x12 trong khai
triển của (1− x9)(1− x10)2(1− x)−3 = (1− x9− 2x10 + 2x19 + x20− x29)(1− x)−3. Để tạo
thành x12, ta có thể nhân tương ứng x0, x9 hoặc x10 trong (1− x9− 2x10 + 2x19 + x20− x29)
với x12, x3, hoặc x2 trong khai triển của (1− x)−3. Kết quả cuối cùng là C12

14 − C3
5 − 2C2

4 =
69.

1
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Lời giải 5. [2 điểm]

(a)

(P1) Mọi đồ thị hai phần đều là đồ thị phẳng.

Sai. Ví dụ K3,3 là đồ thị hai phần nhưng không là đồ thị phẳng.

(P2) Mọi đồ thị hai phần G có sắc số χ(G) bằng hai.

Đúng. Nếu G = (V1 ∪ V2, E) là đồ thị hai phần thì có thể sử dụng một màu để
tô màu các đỉnh trong V1 và một màu khác để tô màu các đỉnh trong V2. Do đó,
χ(G) ≤ 2.

Thêm vào đó, với mọi đồ thị hai phần có ít nhất một cạnh, ta không thể tô màu đồ
thị đó bằng một màu.

Suy ra χ(G) = 2 nếu G là đồ thị hai phần.

(P3) Mọi đồ thị đầy đủ Kn (n ≥ 1) có đường đi Euler.

Sai. Ví dụ đồ thị K4 có 4 đỉnh bậc lẻ và do đó không có đường đi Euler.

(P4) Một đồ thị G là đồ thị hai phần khi và chỉ khi tổng bậc của tất cả các đỉnh trong
đồ thị là một số chẵn.

Sai. Ví dụ, đồ thị C3 có tổng bậc của tất cả các đỉnh trong đồ thị là một số chẵn
nhưng không là đồ thị hai phần. (Mọi đơn đồ thị vô hướng đều có tổng bậc của tất
cả các đỉnh trong đồ thị là một số chẵn.)

(P5) Nếu một đồ thị G là đồ thị phẳng thì G có đường đi Euler.

Sai. Ví dụ, đồ thị K4 là đồ thị phẳng nhưng không có đường đi Euler.

1

(b) Ta chứng minh bằng phương pháp phản chứng. Giả sử tồn tại một đồ thị G gồm n
đỉnh trong đó không có hai đỉnh nào có cùng bậc. Do G là đơn đồ thị có n ≥ 2 đỉnh, bậc
của mỗi đỉnh thuộc tập {0, 1, . . . , n− 1}. Do không có hai đỉnh nào cùng bậc, tồn tại các
đỉnh u và v có bậc lần lượt là 0 và n− 1. Do v có bậc n− 1, v là đỉnh kề với tất cả các đỉnh
khác trong G, nghĩa là v cũng phải kề với u. Tuy nhiên, do bậc của u bằng 0, u không kề
với bất kỳ đỉnh nào khác trong G. Đây là một mâu thuẫn.

1

Hà Nội, ngày 26 tháng 07 năm 2024
NGƯỜI LÀM ĐÁP ÁN
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