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Nim 2012 dénh déu ky niém 40 nim bai bdo “Reducibility among combinatorial problems” ctia
Richard Karp [37] duge cong bd. Pay 12 bai bao dau tién minh hoa tim ting dung rong khap ctia
mot khai niém ngay nay dugc biét dén véi cdi tén NP-day di. Khdi niém nay da dudc dé xuét
mot ndm truée dé mot cach doc 1ap bdi Stephen Cook va Leonid Levin. 2012 cling 1a nam ky
niém sinh nhat 1an thi 100 cia Alan Turing, ngudi phat minh mo hinh dit nén méng cho khéi
niém NP-day dii ma ngay nay dudc biét dén nhu 12 “may Turing”. Trong bai viét ndy, tdi sé phic
hoa mot cach khai quat vé lich st va tién st ctia NP-day dii (v6i anh minh hoa), va dua ra mot
ban tém tat ngin gon ctia c4 nhan toi vé nhitng tién bd vé mit ly thuyét trong 40 nim qua va tim
4nh hudng (hay nhiing thiéu sét) ctia chiing trong thuc hanh ciing nhu trong 1y thuyét t6i vu. Toi
gia thiét rang doc gia quen thudc véi cac khai niém cd ban NP-day di, P, va NP, mic du tdi hy
vong rang cau chuyén t6i ké van sé thud vi ngay ca v6i nhitng ngudi chi nhé mot cich mo hod vé
cac dinh nghia nay.

Khi cudn sich Garey & Johnson Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-
Completeness [23] dudc viét vio cubi nhitng nim 1970, nhiing tai liéu vé 1y thuyét chi dugc tham
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khdo tir nim 1965. Cu thé, chiing tdi trich dan céc bai b4o clia Cobham [13] va Edmonds [ 18],
nhitng ngudi dau tién xdc dinh riang 16p cac bai toan giai dudc trong thdi gian da thifc c6 lién
quan dén khdi niém tinh giai dugc hiéu qua (efficient solvability) va d4ang gid nghién ctiu. Chiing
toi cling trich d4n bai b4o thi hai ctia Edmonds [17], trong d6, theo mot y nghia nhét dinh, gidi
thiéu thii ma vé sau goi 1a 16p NP, bang cach dé xuét khai niém vé mot bai todn c6 mot “dic tinh
tot.”

Tuy nhién, héa ra 13, c6 hai nha toan hoc 16i lac da dung cham dén cac van dé lién quan dén
NP-day du tir hon mot thap ky trude d6, qua céc biic thu tay c4 nhan ma rit nhiéu nidm sau méi
dudc cong bd. Biic thu dau tién dugc biét dén (va 12 biic thu thit hai dudc viét) 12 14 thu cia Kurt
Godel gtii cho John von Neumann, ca hai ngudi sau d6 déu 1am viéc & Vién nghién ctiu cao
cap (Institute for Advanced Study) & Princeton, New Jersey. Godel c6 1€ ndi tiéng nhét véi “Cac
dinh ly bét toan” (“Incompleteness Theorems™) 6ng dé xuat nim 1931 vé logic todn hoc. L4 thu
ctia dng, viét bang tiéng Piic ngay 20 thang 03 nim 1956, khong dude cong khai cho dén nim
1989, khi Juris Hartmanis cong bé mot ban dich kém theo nhén xét [27].

Trong 14 thu ndy, Godel dau tién xét mot bai toan tim cic chiing minh (proof) trong mot hé
chiing minh (proof system) cho trudc: Cho mot cong thiic logic cip mot (first order logic) F
va mot s6 nguyén n, c6 ton tai hay khong mot chiing minh ctia F' c¢6 do dai khong vudt qua n?
Goi A 1a mot may Turing gii bai todn trén, va, theo Godel, goi 14 (F, n) 1a sd cac bude ma A
can thuc hién khi gidi mot trudng hop (instance) v6i cong thitc F' va chin trén n. Bay gio, goi
¢ 4(n) 1a gid tri trong trudng hgp xau nhét ctia ¥4 (F, n) trén tit ca cac cong thic F c6 do dai n.
Chii y rang mot may Turing A thyc hién tim kiém vét can (exhaustive search) sé cho ra gia tri
clia ¢4(n) khong té hon ham mi theo n. Godel chi ra ring sé that tuyét vi néu c6 mot may A
v6i ¢4(n) = O(n) hay tham chi O(n?), véi chd ¥ ring su ting tdc ndy ciing da dugc nhan xét
trudc d6 cho bai toan tinh ky hiéu thing du bac hai (quadratic residue symbol). Cudi cuing, dng
héi liéu c6 thé cai tién “mot cdch manh mé dén miic nao” so véi phuong phap tim kiém vét can
khi giai cac bai todn t& hop, dic biét 1a trong bai toan ki€m tra tinh nguyén t6 (mot bai toan ma
viéc xdc dinh do phiic tap trong trudng hgp xAu nhét 1a mot bai toan md trong subt gan 50 nim,
cho dén khi dudc chi ra la gii dudc trong thdi gian da thiic bdi Agrawal, Kayal, va Saxena nim
2002 [3]).

Chi y rang Godel khong t6ng quat hoa tir O(n) va O(n?) thanh thdi gian da thic. Ong thich
thd hon véi cac thudt toan ¢6 thé chay tot trong thuc hanh. Ong ciing khong tinh thdi gian chay
theo khai niém hién dai “d6 dai dau vao” (“input length”). Néu 1am nhu vdy, 6ng da phai chi ra
mot cach cu thé rﬁng n dugdc viét theo hé don phan (unary). (Néu n dudc viét theo hé nhi phan
(binary) thong thuong, thi thoi gian tim kiém vét can trong bai todn ctia dng c6 thé theo ham
mil kép (doubly exponential) ctia kich thuéc dau vao.) Mit khac, dng hinh nhu c6 gia thiét kich
thuéc dau vao dugc viét theo hé nhi phan, hoic it nhat 12 thap phan, khi thao luin vé bai todn
ki€m tra tinh nguyén t6. Thém vao dé, 6ng st dung y tudng ddnh gid thoi gian chay cla céc thuat
todn va bai toan trong trudng hop xau nhit, diéu nay hoan toan khong thong thudng & thdi diém
d6, nhung lai 1a y tudng thong tri nén nghién cifu thuét toan hién dai. Va hinh nhu dng c6 y tudng
vé mot 16p cac bai todn gidi dudc bang tim kiém vét can, va ddy c6 thé xem nhu mot tdng quat
hod ctia NP, va cau hdi cudi cling ctia 6ng gdi ¥ dén cau hoi P va NP. Tom lai, 14 thu ctia Godel,
khi dugc phat hién, da ngay 1ap tiic dudc cong nhan 12 mot tién than quan trong clia Iy thuyét
NP-day di. Khi mot giai thudng hang nidm cho céc bai bao xuit sac trong ly thuyét khoa hoc may
tinh dudc thanh 14ap nim 1992, né ngay lap tic dudc dit tén 1a giai thudng Godel. Gan day, 14



thu ctia Godel tham chi con trd thanh tén ctia mdt blog hay va phd bién vé thuat toan va do phiic
tap tinh toan (Gaodel’s Lost Letter and P = NP, http://rjlipton.wordpress.com).

Mot nha toan hoc ndi tiéng khac véi nhitng 14 thu du béo ly thuyét NP-day di 1a John Nash. Ong
dat giai thudng Nobel vé kinh té va dong thdi la chii dé chinh trong ca cudn sach 1an bo phim
cung tén A Beautiful Mind. Niam 1955, Nash gdi rat nhiéu thu tay vé ma héa dén Co quan An
ninh qubc gia Hoa Ky (United States National Security Agency), nhiing 14 thu nay khong dudc
gidi mat va cong khai cho dén tin nim 2012 [1]. Trong nhiing 14 thu nay, 6ng nhan xét ring
trong cic quy trinh ma héa dua vao khoéa (key-based encryption processes) dién hinh, néu cic
ban rd (plain texts version) va ban ma héa (encrypted version) ctia mot sd luong nho cac théng
tin dugc cho trudc, thi khéa (key) dudc xdc dinh. Piéu nay khong hoan toan ding vé mit ky
thuat, bdi vi thém vao d6 can c6 di entropy trong cac ban rd, nhung cdc 1ap luan ctia Nash cling
c6 thé dudc ap dung trong bai toan tim mot s6 khéa dong nhit véi qua trinh ma héa. Nhan xét
chi yéu ctia dng 1a tham chi ngay ca khi khéa dugc xac dinh, viéc tim kiém né ¢6 thé khong dé
dang.

Néu khéa 12 mot chudi nhi phan c¢6 do dai r, ¢6 thé thuc hién tim kiém vét can (tuong tu nhu véi
trudng hop ctia Godel), nhung viéc nay sé can thdi gian theo ham mi ctia . D6i véi cac hé ma
héa yéu, vi du nhu ma héa thay thé (substitution ciphers), ¢6 nhiing k¥ thuat khac nhanh hon
chay trong thoi gian O(r?) hay O(r?), nhung Nash dua ra gia thuyét ring “v6i hau hét cac loai
ma héa du phiic tap”, thoi gian chay theo ham mii ctia d§ dai khoa 1a khong thé tranh khoi.

Gia thuyét nay sé suy ra P # NP, b&i vi bai toan giai ma éng dé cip dén tuong duong theo thdi
gian da thiic (polynomial-time equivalent) v6i bai toan sau thudc 16p NP: Cho truée dit liéu vé
ban rd va ban ma héa va mot tién td (prefix) x ctia mot khéa, cé ton tai hay khong mot khéa
dong nhit v6i qud trinh ma héa ma c6 = 12 mot tién t6? Tuy nhién, day 1a mot gia thuyét manh
hon béi vi n6 sé loai bd kha niing toan bo céc bai toan trong 16p NP c6 thé, vi du nhu, dudc giai
trong thdi gian n°1°¢™) — mac du khong phai thdi gian da thic, né ciing khong phai diéu moi
ngudi thuong nghi t6i khi néi vé “ham mii.” Nash ciing dua ra mot khang dinh nho ring co ban
1a toan bd céac bai todn gidi ma 1a NP-kh6. Khing dinh nay c6 vé 12 sai. Nash da dua ra mot so
dd ma ho4 ctia loai'ma hod ma 6ng da dé cap, nhung NSA nhan xét trong cac ghi chii riéng ring
n6 chi cung cap su bao mat gidi han, va ti khi cac 14 thu dudc cong khai, rit nhiéu nha nghién
cttu hién dai di chi ra ring né dé dang bi bé khod [2]. Thém vao d6, gibng nhu Godel, Nash
khong téng quat hoa tir thai gian da thifc bac thap 1én thdi gian da thic tdng quat. Tuy nhién,
ong da du doan mot cach chinh xdc vé su khé khin khi gidi bai toan P va NP trong to4n hoc.
Ong da thita nhan ring dng khong thé chitng minh gia thuyét cia minh, hay mong doi ring né
¢6 thé dugc ching minh, thAm chi ngay cé khi né diing.

Ly thuyét NP-ddy di v& co ban bat ngudn tit bai bao “The complexity of theorem-proving
procedures” [14] ctia Steve Cook nim 1971. Bai bdo dua ra cic két qua dau tién vé NP-day du.
Tuy nhién, Leonid Levin, liic d6 1a mot sinh vién & Moscow, ciing chiing minh céc két qui gan
gibng nhu thé trong khoang cling mot thdi gian, mic du cac két qua cta dng khong dudc cong
bd cho dén tan nim 1973. Qua nhiéu nim, ban chit dong thdi va doc 1ap clia cac két qua cia
Levin da vuot qua su khac biét vé thdi gian cong bd, va diéu tiing dugc goi 1a “Pinh 1y Cook”
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Hinh 1: Stephen Cook, Richard Karp, va Leonid Levin, cac biic anh ttt nhitng nam 1980

ngay nay thudng dudc nhic dén nhu 13 “Pinh ly Cook-Levin.” Toi sé néi mot chiit vé nhiing su
phat trién song song nay.

Khi Cook viét bai bdo ctia minh, 6ng 1a mot Phé gido su (Associate Professor) & Khoa Khoa
hoc may tinh cua Pai hoc Toronto, néi ma hién nay éng la Gido su (University Professor). Trudc
d6, ong nhan bang Tién si (PhD) tit Harvard nim 1966, va danh bén nim lam Trg ly gido su
(Assistant Professor) & Pai hoc California, Berkeley, noi da tit chdi mot cach ngu ngde viée bd
nhiém chinh thiic (tenure) clia 6ng. Bai bdo ctia Cook xuat hién & tip san ctia hoi thio ACM
Symposium on Theory of Computing (STOC) nam 1971, va c6 nhiing ciu chuyén ri tai rang n6
suyt nita thi khong dudc chip nhan. Piéu nay dudng nhu khong thé, mic du khong phai 1 1an
dau tién mot két qua mang tinh dot phd khong dude cong nhan khi né xuat hién. TAm quan trong
ctia bai bao gan nhu dudc cong nhan ngay khi né xuat hién. Bai bao khong chi chiing minh bai
toan SASTISFIABILITY 1a NP-day di (theo ngdn ngit hién dai) ma con chi ra két qué tuong tu
cho bai toan 3SAT va goi y vé nhiing ing dung rong 16n hon ctia khai niém NP-day dui thong qua
viéc chiing minh két qua tuong tu cho bai todin SUBGRAPH ISOMORPHISM (cu thé hon 12 mot
trudng hop riéng clia bai todn ma ngay nay dudc biét dén nhu 12 bai todn CLIQUE). Liic d6 toi 1a
mot sinh vién cao hoc § MIT, va Albert Meyer va Mike Fischer da dua nhiing két qua nay vao
giang day trong khoa hoc vé Thuat toan ctia ho miia thu nim 1971. Nhitng ngudi khac ciing dang
ban ron, va diéu nay trd nén rd rang hon & hoi thao “Complexity of Computer Computations”
18 chiic thdng 03 ndm 1972 & Trung tAm nghién ciu IBM T.J. Watson & Yorktown Heights, N,
khi Richard Karp trinh bay bai b4o néi tiéng ctia minh.

Karp ciing nhan bang Tién si tit Harvard (1959), va sau 11 nim gin bé véi Trung tdm nghién
ctiu IBM noi 6 chiic hoi théo, 6ng da chuyén sang lam Gido su & UC Berkeley nim 1968 va
& lai d6 cho dén tan ngay nay, sau mot cudc tam trd ngan & Pai hoc Washington & Seattle.
Bai bao ctia Karp chi ra 19 bai toan NP-day dd khdc, trong d6 bao gdm céic bai toan ndi tiéng
ngay nay nhu VERTEX COVER, CHROMATIC NUMBER, ca phién ban c6 hudng va vo huéng cua
HAMILTONIAN CIRCUIT, SUBSET SUM, vd KNAPSACK. Hau hét cic chitng minh dugc hoan
thanh béi Karp, nhung mot vai két qua dudc quy cho Gene Lawler, Bob Tarjan, va “cic seminar
vé thuét toan & Cornell.” Bai bdo clia dng dudng nhu 13 bai bao dau tién sit dung cic ky hiéu P
va NP, mic du “NP-day di” lic d6 dudc goi la “da thiic day di” (“polynomial complete”), mot
thuat ngit dudc st dung trong rat nhiéu cc bai bdo trude d6, trude khi thuat ngit hién dai dudc
st dung. Bai bdo cling gidi thiéu su khdc nhau gilta mot phép chuyén trong thoi gian da thiic



(polynomial transformation), trong dé6 mot trudng hop ctia bai todn thif nhat duge chuyén thanh
mot trudng hop ciia bai todn thi hai va ching c6 cliing két qua ding-sai, va mot phép quy vé
trong thoi gian da thiic (polynomial reduction), trong dé bai toan dau tién dudc giai bang cach
st dung mot hay nhiéu 1an goi mot ham con (subroutine) giai bai to4n thif hai. Cook phét biéu
cac két qua ctia 6ng theo khai niém thi hai, nhung cic chiing minh ctia 6ng gan nhu 12 dua vao
khdi niém thi nhat.

D6 1a hoi thdo dau tién toi tham gia, va tdi da kha 4n tudng véi tit ca nhiing ngudi tham du
ndi tiéng ma toi 1an dau dudc gip - bao gdm John Hopcroft, Michael Rabin, Bob Tarjan, Jeff
Ullman, va c4 ban than Richard Karp. Toi thim chi con ngdi dbi dién Dick trong mot budi in
trua. Toi tin dung co hoi d6 d€ dé cap véi dng rang toi da vira ty chitng minh mot két qua da
thic diy di cho bai todn BIN PACKING, bai todn chii dé cho khoa luin ciia t6i. Albert Meyer
da dé nghi toi 1am viéc v6i bai toan nay chi mot thang trudc d6, va néi véi téi “Diéu nay 1a
hoan hao cho céu, Johnson. Cau khong can biét cdi gi ca — cdu chi can thong minh.” Albert
biét vé bai todn tif mot ban tién 4n phdm ctia bai bdo & STOC 1972 viét bsi Garey, Graham, va
Ullman [21]. Trong bai todn, ban dugc cho truéc mot day cac 86 ay, as, . .. a, € (0,1] vamot
s6 k, va cau hoi 12 lidu cédc s6 da cho c6 thé dugc chia thanh k tap, trong d6 méi tap c6 téng cac
s6 khong vuot qua 1. Dick td ra thich thi, nhung, ngay khi viia néi xong, tdi da cadm thiy xau
hé khi nhén ra rang chiing minh cia t6i hién nhién dén mic nao khi so sanh véi chiing minh
trong bai bao ciia 6ng (SUBSET SUM la mot truong hdp dic biét cia BIN PACKING khi k& = 2 va

Dm0 = 2.)

Bén canh rét nhiéu bai bao thu vi, hoi thio ciing bao gdm mot budi thdo ludn nhém truc tiép
(panel discussion) va mot ban tom tat nhiing bai trong tap san [46]. Cudc thio luin ciing dé cap
dén cac van dé tir nhitng 1an trinh bay trudc, nhung ludn ludn quay lai ciu hdi vé P va NP. Nhan
xét ddng nhé (va tién tri) nhit tif cudc thao luin 12 ctia John Hopcroft. Ong nhén thiy ring, mic
di1 c6 vé nhu c6 mot su nhét tri dan dudc hinh thanh 14 hai 16p nay khong bang nhau, véi tt ca
nhiing gi chiing ta da biét, moi bai todn thudc NP c6 1& c6 thé dudc gidi trong thdi gian tuyén
tinh. Ong két luan ring sé 1a “‘an toan mot cach hop ly” khi gia thiét ring, trong vong nim nim
t6i, khong ai sé chiing minh rang bét ky bai toan da thifc day di nao tham chi yéu ciu nhiéu hon
thdi gian bac hai. Hién tai sau 40 nim va con tiép tuc, va ching ta van chua thiy bat ky chiing
minh nao nhu thé ca.

Cung ldc d6, 6 mot thé gidi hoan toan khac, Leonid Levin ciing nghi tSi cdc vin dé nay, nhung
cac két qua ctia 6ng khong nhan dugc mic do quan tim tuong t tit cong dong. O Lién X6 thoi
di€ém do, rat nhiéu nha nghién ctu quan tim dén cic vén dé lién quan dén cau héi P va NP. Dic
biét, c6 mot khadi niém vé mot 16p cac bai toan ma chi c¢6 thé giai biang perebor, mdt danh tir
tiéng Nga cho cédc thuat toan gan nhu dua trén tim kiém vét can [52]. Levin da ting 12 nghién
ctfu sinh tién si & Pai hoc Moscow. Nim 1971, 6ng hoan thanh mot khod luan vé do phiic tap
Kolmogorov, nhung mic di né dugc chip nhan bsi Kolmogorov (gido su huéng din ciia 6ng)
va mot hoi dong chAm khoa ludn, nha chifc trach da tir chdi cip bang do cac ly do vé chinh tri.
(Levin thita nhan rang ban than c6 doi chiit bt tri trong viéc tuan thi cac quy tac & Lién X6 [51,
151-152].) Levin tiép tuc 1am viéc v6i nhiing van dé khéc, tuy nhién, dic biét 1a perebor, va
dua ra phién ban NP-diy dii ctia chinh dng trong cuing nim d6, va trinh bay vé né & rit nhiéu
seminar khac nhau 6 Moscow va Leningrad [52]. Ong ciing viét vé cac két qua ctia minh va nop
dé€ cong bd vao thang 06 nim 1972 [52], mic du bai bio khong xuit hién cho dén nita sau ctia
1973. Tiéu dé ctia bai bdo, dich sang tiéng Anh, 1a “Universal sequential search problems” [44]
(“Sequential search” 1a mdt cach dich sai cua perebor).



Bai bdo hai trang ngan gon va stic tich, mot dic diém dudc chia sé bdi rit nhiéu cac bai bao clia
Levin sau d6 (vi du, xem [55, 45]), hoan toan bo qua cac chiing minh. Mot ban dich c6 chinh
stia xuat hién & phan phu luc ctia [52]. Trong bai bao ctia minh, Levin xét su tong quat hod ctia
NP thanh cic bai toan tim kiém: Céc quan hé (relation) A(x,%) trén céc chudi ky tu sao cho
véi tat ca cac cip (z,y) thod man diéu kién A(x,y) ding, do dai cda y bi chin bdi mot ham da
thic cta do dai cta z, va sao cho v6i moi cdp (, y), ¢6 thé xdc dinh trong thdi gian da thic liéu
A(z,y) c6 ding hay khong. O day « dai dién cho mot trudng hgp ctia bai toan, va y dai dién cho
“loi giai” tuong tng. Bai toan tim kiém cho A la bai toan cho x, tim y sao cho A(z,y) ding.
Bai todn tuong ting trong NP 1a bai todn cho z, liéu ¢6 ton tai y sao cho A(z,y) ding. Levin dé
cap phién ban nay, goi né 1a mot bai todn “gan nhu tim kiém” (“quasi-search” problem), nhung
tap trung vao phién ban bai todn tim kiém. Ong md t4 thi ma ngay nay chiing ta nhan biét nhu
12 khai niém co ban ctia phép quy vé trong thdi gian da thiic (polynomial reduction) tif mot bai
todn tim kiém A sang mot bai todn khéc, va goi mot bai toan tim kiém 12 “bai toan tim kiém
phd quat” (“universal search problem™) néu ton tai cdc phép quy vé trong thoi gian da thic dén
no tif tit ca cac bai toan tim kiém trong 16p trén. Ong tiép d6 liét ké sau bai toan tim kiém ma
ong c6 thé chitng minh ching 1a c4c bai todn tim kiém phd quat. Nhiing bai todn nay bao gom
phién ban tim kiém cla SATISFIABILITY, SET COVER, va SUBGRAPH ISOMORPHISM, cung véi
cac bai toan khac khong c6 trong danh sach cua Karp, vi du nhu bai toan 1at gach sau: cho mot
1u6i hinh vudng c6 cac 6 nam & bién thoa man diéu kién moi 6 ¢6 mot sb trong khoang tir 1 dén
100, cling véi cic quy tic han ché noi dung clia cac & bén trong khi biét trudc nodi dung ctia bén
0 hang x6m (& bén trai, phai, trén, va dudi), tim mot cach xép cic 6 ding luat tuong dng véi cic
0 bién cho trudc.

Nhiing ngudi da nghe Levin néi vé cic két qua nay ngay lap tiic bi 4n tuong. Trakhtenbrot [52]
trich 15i ctia Barzdin, ngudi da nghe Levin n6i & Novosibirsk thang 04 nim 1972, rang “Mdi
day thdi Levin vita néi cho t6i cac két qua méi clia anh; d6 1a mot bude ngoit trong chi dé vé
perebor!”. Chi ¥ ring day 1a mot bang chiing hién nhién vé viéc cac két qua ctia Cook va Karp
chua hé nhan dudc su chd y rong rdi ¢ Nga. Tuy nhién, cdc két qua cta Levin ciing vdy. Nim
1973, khi cdc nha nghién citu ly thuyét 6 Nga cudi cung tiép nhan NP-dy di, diéu nay dudc
thuc hién cht yéu qua cic bai bdo ciia Cook va Karp [25]. Anh hudng cta Levin dudng nhu
khong qua tré nén rong khap ngoai trir d6i v6i nhitng ngudi da tiing truc tiép nghe 6ng trinh bay.

Nim 1978, Levin nhap cu vao My, noi ti gip 6ng lan dau tién khi dén tham MIT. O day, 6ng
cudi cung nhan duge mot bang Tién si chinh thifc ndm 1979, sau d6 6ng nhan mot vi tri & Dai
hoc Boston, ndi hién tai éng 12 Gido su (Full Professor). Ong da déng gép thém rét nhiéu vao ly
thuyét do phuc tap tinh todn, bao gom

» Mot ly thuyét vé tinh dy di trong trudng hop trung binh (average case completeness) [45],
st dung thii ma 6ng chi ra rang mot phién ban ctia bai todn lat gach néu trén clia 6ng, véi
mot khdi niém tu nhién vé mot phan phdi déu (uniform distribution) cho né, c6 thé dugc
giai trong thdi gian ky vong da thiic (polynomial expected time) trit khi moi t6 hgp khac
ctia mot bai todn trong NP v6i mot phan phbi xac sut hop ly ciing c6 thé dudc giai trong
thoi gian nhu vay.

« Mot ching minh ring ton tai cdc ham mot chiéu (one-way functions) can thiét cho mat
ma (cryptography) khi va chi khi cac bd sinh s6 gia ngiu nhién (pseudorandom number
generators) ton tai ma khong thé phan biét ching véi cac bo sinh s6 ngdu nhién that trong
thoi gian da thic [28].



+ Mot ching minh ring mot thuit todn tién than clia thuit toan ellipsoid cong bd nim 1965,
trong d6 cac don hinh (simplex) dong vai tro cua cac hinh elip, cling chay trong thoi gian
da thuc [55] (do dd, co mot thuat toan don hinh (simplex algorithm) chay trong thoi gian
da thuc ...).

Cook va Karp ciing c6 nhiéu dong gép quan trong cho ly thuyét do phtc tap tinh toan ké tir khi
cong bd cac dot phd cia minh. Nhiéu déng gép ctia Karp dugc biét dén rong khap trong cong
ddong quy hoach toan hoc (mathematical programming) va qua rong dé c6 thé liét ké & day. Pong
g6p chinh ctia Cook chil yéu & viéc nghién citu do phiic tap chiing minh (proof complexity), tuy
nhién, dng cling déng gép trong viéc gidi thiéu it nhat mot 16p dod phic tap (complexity class)
méi, va 16p ndy cung cAp mot géc nhin thi vi vé NP-day di.

D6 12 16p SC, mot 16p bao gom cic bai todn quyét dinh (decision problems) ¢6 thé gidi dugc
bing cic thuit todn chay trong thdi gian da thiic va chi yéu ciu khong gian polylogarithmic,
nghia 13, sit dung O(log" n) khong gian véi mot s6 &k ¢ dinh nao d6. O day “SC” 1a viét tat clia
“Steve’s Class,” va tén goi nay dudc dé nghi bdi Nick Pippenger nham vinh danh mot két qua
kinh ngac ctia Steve nim 1979 1a c4c ngén ngii phi ngit canh tit dinh (deterministic context-
free languages) déu thudc 16p nay [15], va dong thdi ciing 1a d€ tra diia cho viéc Steve gidi
thiéu thuat ngit “NC” (“Nick’s Class”) d&€ mo ta 16p cac bai todn quyét dinh gidi dudc trong
thdi gian polylogarithmic va chi yéu cau mot s6 luong da thiic cac bo xit ly song song (parallel
processors) [26]. Piém quan trong ciia hai 16p nay 1a & chd mic du dé thy ring ching déu nim
trong P, ta c6 thé hi vong rang ching déu 1a cc 16p con thuc sur (proper subclasses) ciia P. Nghia
13, ¢6 18 ton tai cc bai todn trong P khong thé gidi dudc trong thdi gian da thiic néu chi cho phép
st dung khong gian polylog, va cdc bai todn khong thé gidi dudc trong thdi gian polylog néu chi
cho phép st dung mot s6 luong da thidc cac bo xi ly song song. Tuong tu nhu v6i NP-day di, ta
c6 thé xdc dinh cdc ting cit vién cho nhiing bai todn nay bing cich xac dinh nhiing bai toan 1a
“day du cho P” véi cac phép quy vé phu hop. Mot vi du ndi tiéng vé bai todn day di cho P theo
ca hai nghia trén la bai toan LINEAR PROGRAMMING [ 16].

Ca Cook va Karp déu nhan duge rit nhiéu gidi thuéng. Cook dudc nhan gii thudng Turing (giai
thudng hang dau trong nganh khoa hoc mdy tinh) nim 1982 va gidi thudng CRM-Fields nim
1999 (gidi thudng hang dau & Canada cho nhiing d6ng gép vé mit nghién cifu trong cac nganh
toan hoc). Karp nhan giai thuéng Lanchester nam 1977, giai thuéng Fulkerson trong linh vuc
toan roi rac nam 1979, giai thuéng Turing nam 1985, giai thuéng ORSATIMS von Neumann
Theory ndm 1990, va nhiéu gidi thudng khéc. Levin thi qua han tir 1au cho giai thudng 16n ctia
chinh ban than 6ng, mic di t6i mong dgi diéu nay sé dén sém. Va tt nhién, gidi thudng 16n
nhat lién quan dén NP-dy di van chua dudc trao: ciu hdi liéu P c6 bang NP 1a mot trong sau
bai toan mé con lai ma ngudi giai s€ dudc Vién toan hoc Clay trao thuéng mot triéu do la My.

Mbi lién hé c6 tam anh hudng nhét cia tdi dén 1y thuyét NP-dy di khong thé nghi ngd 1a cudn
sach Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-completeness tdi viét cling
Mike Garey xuét ban nim 1979. O thdi diém d6, ching t6i tu hao hifa véi cdc nha xuit ban ring



Hinh 2: Michael Garey va David Johnson nam 1977

chiing t6i s& ban 5000 ban, nhung cho dén nay cubn sich da dudc in 50000 ban cling v6i khoang
40000 lugt trich dan theo Google Scholar.

Nhiing lién hé dau tién clia tdi véi ly thuyét nay, ngoai trli cudc néi chuyén trong bita trua dé
cap & trén, chi yéu lién quan dén mot trong cac phuong phap xir 1y cac bai toan NP-day du:
thiét k& va danh gia cdc thuat toan xAp xi. Trong khi & MIT, t6i viét mot luan 4n Tién si vé
céc thuit toan x4p xi cho bai toan dong thing (bin packing) [7] va mot bai bdo dé xuit viéc
lam thé nao huéng tiép cin gidng nhu thé c6 thé dudc md rong sang cac bai toan khéc, vi du
nhu t& mau do thi (graph coloring), pht tap hop (set covering), va thoa min cuc dai (maximum
satifiability) [33].

Nho vao sy manh mé cua nghién ctiu nay, tdi dugc Ron Graham va Mike Garey, nhitng ngudi
ma bai bao ban dau ctia ho vé bai toan déng thiing da dua tdi dén vdi ly thuyét NP-day du, nhan
vao lam viéc & Bell Labs. Sau khi nhan bang Tién si vao thang 06 nim 1973, tdi chuyén dén
New Jersey va bat dau su nghiép Bell Labs/AT&T ctia minh. Mot trong sé nhitng hop tic dau
tién clia toi va Mike 1a trong viéc dua ra phan hoi cho mot 14 thu ma Don Knuth da viét vao
thang 10 cho rit nhiéu chuyén gia trong nganh. L4 thu d6 tim kiém mot tén goi tot hon 1a “da
thiic day dd” cho 16p cac bai toan ma Cook va Karp di xac dinh. Knuth yéu ciu mot cudc bd
phiéu cho ba cum tif ma 6ng da dé xuat (“Herculean,” “formidable,” va “arduous”). Chiing tdi
khong dic biét thich bat ky cum tif nao Knuth dé xuét, va ching t6i da dé nghi thém cum tir
“NP-day dii” nhu 12 mot ting vién. Ching t6i khong phai 1a nhitng ngudi duy nhat, va khi Knuth
thong bao vé cudc thim do clia 6ng thang 01 nim 1974 [43], dng tif bd cc dé nghi ban dau ctia
minh, va cong bd “NP-diy di” chién thing, véi “NP-khé” dudc chon d€ chi cdc bai toan it nhat
khoé ngang véi tit ca cac bai toan trong NP, mic dii ban than chiing c6 thé khong thuoc NP. Mot
tom tat thi vi vé cac dé xuét khac ma Knuth nhan dudc c6 trong bai viét ctia dng hoic [23].

Mike va t6i ciing bat dau mot qua trinh hop tic ning dong vé cac thuit todn cho ca bai toan
dong thing (bin packing) va bai todn 14p ké hoach (scheduling), cling véi viéc chiing minh cic
két qua NP-day di méi. Khi Karp viét mot bai bdo tap chi [40] tif bai bao ding trén tap san hoi
thao ban dau, dng md rong danh sich céc bai toan NP-day di 1én 25 bai, thém vao mot sb cic
két qua méi. Bai bdo nay dit cd sé cho cudn sach ciia chiing tdi [23], v6i mot danh sach dai hon,
miic dil ngudn gbc thuc su clia cudn sach phan nhiéu 1a do trung hgp. Vao thang 04 nim 1976,
Mike va toi tham du mot cudc hoi thdo & Pai hoc Carnegie-Mellon vé “nhiing huéng mdi va
két qua gan day vé thuat toan va do phiic tap tinh todn,” (“New Directions and Recent Results in
Algorithms and Complexity,”) noi toi trinh bay vé cac loai két qua xAp xi khac nhau ma chiing



t6i da thiy tif trude dén nay. Sau d6, trong mot budi nghi gitta gid, mot bién tap vién clia cong
ty xuit ban Prentice-Hall bat chuyén véi t6i va dé nghi Mike va toi viét mot cudn sach vé cic
thuat toan x4p xi. Khi nghi vé dé nghi nay, ching tdi nhin ra mot thi can thiét trude khi c6 bat
ky cudn sach nao vé cic thuat toan xAp xi 1a mot cudn sach vé NP-diy dd, va khi roi khéi hoi
thao, chiing t6i da & ngay trén con dudng quyét dinh tu viét cubn sach do.

Mot trong s6 cdc nhiém vu cta tdi 1a thu thap cac két qua NP-day dui cho danh sach du dinh cia
chiing t6i, ma trong nhitng ngay d6 khi mdy tinh c4 nhan con chua xuét hién, nghia 1a viét cic
chi tiét bing tay trén cac tAm thé luu tri¥ trong hop nhua. O thdi diém d6, viéc diat muc tiéu xét
toan bo cac két qua van 1a c6 thé, va danh sich cubi cung ciia ching t6i gdm khoing 300 bai
to4n bao trum hau hét cic két qua da dugc cong bd cho dén khi chiing tdi hoan thanh ban nhap
dau tién gilta nim 1978, gdm ca rat nhiéu két qua chiing t6i tu chiing minh khi xdc dinh cic
khoang tréng thi vi trong hoan canh nghién ctiu hién tai, va véi chiing, chiing t6i cung cap mot
trich din vo ich “[Garey and Johnson, unpublished].” Chung tdi van giii ghi chép vé cac chiing
minh (trong cdc hdp nhua tuong tu) va phan 16n trong s6 d6 van c6 thé duce xay dung lai ... Sau
cac cudc thao luan chi tiét vé nhitng gi ching tdi mudn néi, tdi viét cac ban nhap dau tién ctia
cic chuong, va Mike sau d6 1am rd hon va cdi thién phan viét lach. (Mot so sanh nhanh giita
nhiing gi viét trong [23] véi nhiing gi viét & bai viét nay s& c6 thé sé khién hau hét cic doc gia
udc gi Mike van tiép tuc 1am cong viéce dé.)

Chiing t6i ¢6 st dung mdy tinh khi thue su tién hanh sap chit cho cubn sach, mic du toi da phai
1¢ 1ét 1én tﬁn phong UNIX & tang 5.dé€ go vin ban, va phéi chiu dung mui hoa chét nong nic tur
cdc may sap chit quang c6 16 & do. Vi chiing t6i cung cAp ban sao hoan tét (camera -ready copy)
chiing t6i ¢6 quyén quyét dinh moi thi nhin nhu thé nio, mic di nha xuat ban ciing cung cip
cac nhan xét k§ ludng va hitu ich trong viéc sao chép va chinh sita, bao gom ca viéc day chiing
t6i mot 1an va mai mai vé tat ca nhiing su khac biét giita “that” va “which.” Chi c6 mot truc
tric nhé & phiit cubi ciing rit may man dudc phat hién trudc khi cudn sach chinh thic dudc in —
bia cudn sich du dinh mé ta két qua cda tich do thi (graph product) clia mot tam gidc (triangle)
va mot dudng thang (path) ¢6 do dai bang hai, va 1an vé diu tién ctia dd thi nay thiéu rit nhiéu
canh.

Qua nhiéu nidm, cubn sach gan nhu khong thay d6i, mic du trong cdc lan in sau, hai trang
ctia muc “Cap nhat” ducc thém vao cubi cung dé€ liét ké danh sach cac 15i in va thong bao vé
tinh trang clia mudi hai bai todan mé liét ké & Phu luc A13 clia cudn sach. Tinh dén ngay nay,
chi hai bai todn trong s6 chiing vin chua c6 10i gidi: GRAPH ISOMORPHISM va PRECEDENCE
CONSTRAINED 3-PROCESSOR SCHEDULING. Trong s6 mudi bai con lai, nim bai hién da biét
rang giai dudc trong thdi gian da thiic, va nim bai khic thudc NP-ddy di. DE biét thém chi tiét,
xem [15, 39]. Viéc tai ban cubn sach lan hai vin ludn 1a du dinh nhung chua bao gid dudc bat
dau, mic du toi da tiép tuc viét cot vé NP-day da cia minh, hién nay xuit hién 1é té trong tap
chi ACM Transactions on Algorithms, d€ xdy dung mot cd sé cho viéc tai ban cudn sach.

Chiing t6i chua bao gid viét cudn sach vé cac thuat toan x4p xi do, va trén thuc té khong c6 cubn
sach ndo nhu thé xuit hién cho dén khi Approximation Algorithms for NP-Hard Problems [29]
ctia Dorit Hochbaum xuét ban nim 1997. Pay 12 mot tip hop cdc bai viét c¢6 chinh stia, va trong
d6 Mike, Ed Coffman, va toi c6 déng gép mot chuong. Cudn sach gido khoa dau tién vé cic
thuat toan xAp xi 1a Approximation Algorithms [53] ctia Vijay Vazirani, va né mai dén tin nim
2001 méi xuét hién. Mic du Mike va t6i chua bao gio viét cudn sach tdi ban, trén thuc té, theo
nghia nao do, con c6 mot cudn “Garey and Johnson™ thif hai. Nim 1990, nhiing ngudi vo ciia



chiing t6i, Jenene Garey va Dorothy Wilson, tuong ting 12 mdt Gido su vé dinh dudng 6 NYU
va mot gido vién phd thong, dong tac gia cudn sach The Whole Kid’s Cookbook, va cac ban in
ctia cudn sach dudc ban dé giy quy cho Trung tdm chim séc tré em dinh cao (Summit Child
Care Center), mdt trung tam & dia phuong ndi ma Dorothy da ting lam viéc.

Viéc trinh bay mot cach toan ven vé lich st phat trién ctia ly thuyét NP-day dd tif nhiing ndm
1907 sé 1a diéu khong thé trong gidi han bai viét nay. Do d6, trong muc nay, tdi sé chi tap trung
vao mot van dé: ting dung cia ly thuyét trong cac thuit todn xap xi.

Mot thuat toan x4ip xi khong nhét thiét phai tra lai mot 16 giai tdi wu (optimal solution), nhung
né thudng huéng dén mot 19i gidi kha thi (feasible solution) ndo d6 ma moi ngudi hi vong 1a sé
gan t6i uu (near-optimal). Mot cach dién hinh d€ danh gid mot thuat todn xap xi A 1a dua trén
“ddm bao trong trudng hop xiu nhit” (“worst-case guarantee”) ma né cung cip. Chiing ta hiy
gia st mot cach don gian ring bai toan X ma thuat toan A can xip xi la mot bai toan cuc tiu
hoa (minimization problem). Tir d6, A cung cAp mot dam bao trong trudng hop x4u nhét biang
vGi gia tri 16n nhét, trén toan bd moi trudng hgp I clia bai toan, caa A(1)/OPT(I), véi A(I) 1a
gia tri cla 16i gidi ma thuat toan duara cho trudng hop [, va OPT(I) 1a gid tri cta 1oi giai tdi
uu. Vi duy, thuat toan Christofides cho bai toan ngudi ban hang (Traveling Salesman Problem —
TSP) c¢6 dam béo trong trudng hop xau nhét la 3/2 néu ching ta chi quan tAm dén cic trudng
hop clia bai toan thoa man bat dang thic tam giac [12].

Tit nhién 1 ching ta thich thi hon vé6i cac thudt todn x4p xi trong thdi gian da thiic cho cic
bai toan NP-kh6. That khong may, trén thuc té doi khi viéc thiét ké mot thuit toan nhu viy c6
thé khé ngang véi viéc tim kiém mot 10i giai téi uu. Bai bdo dau tién dua ra nhan xét nay dudc
viét béi Sahni va Gonzalez [49] nim 1974. Ho da chi ra ring, vi du nhu, néu khong c6 gia thiét
bt dang thdc tam gidc, thi véi bat ky hang s6 k nao, su tdn tai cia mot thudt toan x4p xi chay
trong thdi gian da thifc cho bai todn TSP v6i dam bao trong trudng hop x4u nhit bang & hoic ot
hon sé suy ra P = NP. Chiing minh ctia ho lién quan t6i mdt cach xay dung “15 hdng” (“gap”
construction), bang cach chuyén céc trudng hop clia HAMILTON CIRCUIT sang cic trudng hop
ctia TSP trong d6 cac chu trinh t6i wu (optimal tours) c6 dd dai biang n néu chu trinh Hamilton
toi tai, va ¢6 do dai 16n hon kn néu né khong ton tai (vi du cé thé dit khoang cach gitia u va v
bang 1 néu {u, v} 1a mot canh trong dd thi ban dAu, va bing kn trong trudng hop con lai).

Tinh dén khi cuén sach vé NP-day du cta ching tdi xuit hién, da c6 thém mot vai két qua thi
vi thudc dang nay. Trong d6, cac két qua dic biét thi vi lién quan dén viéc loai trit cac “so do
x4p xi.” (“approximation schemes.”) Mot so dé xdp xi trong thoi gian da thitc (polynomial-time
approximation scheme — PTAS) cho mdt bai todn 1a mot tip hop cac thuat todn xap xi A, chay
trong thdi gian da thic, trong d6 A, c6 didm béo trong trudng hop xu nhét 1 1 + € hoic tot
hon. Nam 1975, Sahni [48] da chi ra ri“mg bai toan xép ba 16 (Knapsack Problem) c6 mot so do
nhu thé. C4c thuit toan ctia dng, va rat nhiéu thuit todn tuong tu, déu khong thé chay trong thuc
hanh, va c6 thdi gian chay theo ham mii ctia 1/¢, mic du véi € cb dinh bat ky chiing déu chay
trong thdi gian da thiic. Tuy nhién, qua nhiéu nim, vin c6 rit nhiéu nd luc trong viéc tim kiém
cac so do nhu thé cho mot ludng 16n cic bai todn.



Khi da biét vé viéc cac PTAS khé c6 thé dudc ing dung trong thuc hanh nhu thé no, ta ¢ thé
xem viéc thiét ké ching nhu 12 viéc dua ra cac két qua “tiéu cuc-tiéu cuc”, hon 1a cac két qua
tich cuc. Ta ciing c6 thé loai bé su ton tai ctia s6 d6 dang nay cho mot bai todn (gia thiét rang
P +# NP) bang cach chiing minh su ton tai ctia mot € sao cho khong c6 thuat toan xip xi nao
chay trong thdi gian da thiic ma c6 ddm béo trong trudng hop x4u nhit 1a 1 + € hoic tot hon trit
khi P = NP. Diéu nay hién nhién ding véi BIN PACKING, bdi vi néu mot thuat toan c6 thé ddm
béo mot ty 16 nhd hon 3/2 thi ta ¢6 thé ding né cho bai toan SUBSET SUM. Chiing minh sy ton
tai cia mot PTAS cho mot bai toan do d6 don thuan 1a viéc chi ra rang khong ton tai e sao cho
ta c6 thé chiing minh rang khong c6 thuit todn xip xi nao chay trong thoi gian da thiic ma c6
dam bdo trong trudng hop xau nhit 12 1 + € hoic tdt hon.

Tuy nhién, c6 mot loai PTAS dic biét c6 1€ c6 thé duge xem xét dudi goc do tich cuc hon. Ngay
sau sy xuat hién ctia két qua vé PTAS clia Sahni cho bai todn KNAPSACK, Ibarra va Kim [31]
da cai tién n6é mot cach dang ké thong qua viéc thiét ké thi ma ngay nay ching ta goi la mot
so do xap xi trong thdi gian da thiic hoan toan (fully polynomial-time approximation scheme -
FPTAS): Mot thuat todn A véi dau vao 12 ca truong hop I clia bai todn 14n mot € > 0, va trd lai
mot 16i giai khong t€ hon (1 + €)OPT(I), va chay trong thdi gian chan b6i mot da thic khong
nhiing chi cta kich thudce ctia / ma con cua ca 1/e.

That khdng may, moi ngudi nhanh chéng nhan ra rang cic FPTAS con hiém hon 12 PTAS thong
thudng. Pic biét, bai toan TSP véi gia thiét bat dang thiic tam giac khong thé c6 FPTAS trit khi
P # NP, mot diéu khong thé bé qua véi cac PTAS thong thuong. Diéu nay 1a bsi vi bai toan
12 “NP-kh6 theo nghia manh,” nghia 14 n6 la NP-khé tham chi ngay ca khi ching ta han ché tat
c4 céc sb trong dau vao (trong trudng hop nay 1a khoang cich gitta cac thanh phd) chi 1a cic
s6 nguyén bi chin béi mot da thiic ¢ dinh nao d6 cia do dai dau vao, thay vi cdc gia tri 16n
theo ham mii thong thudng dudc cho phép bdi ky hiéu nhi phan. DE thay ring [22] khong c6 bai
todn t6i uu NP-khé manh nao ¢6 thé c6 FPTAS trit khi P = NP (néu diéu nay xay ra thi cha can
FPTAS nao).

O dau kia cuia cdn can (cac bai toan ma khong c6 thudt toan nao c6 mot dam bao hitu han ton
tai, hay it nhat 1a dudc biét dén), chi c6 mot vai két qua, mic du dam bio tot nhit c6 thé cho bai
todn SET COVER 1a H(n) = > >~ 1/i ~ Inn [33, 38], va khong c6 thuét toan nao cho CLIQUE
duge biét dén véi dam béo tot hon O(n/polylog(n)) [33]. Khong biét day da phai 1a két qua tot
nhat c6 thé (gia thiét P £ NP) hay khong, va ca linh vuc nam trong trang théi thiéu hiéu biét
nhu vay trong hon mot thap ky. Trén thuc t&, mic di thi thodng c6 mdt s két qua thi vi cho bai
toan cu thé, cic thuat toan x4p xi van chi 12 nhiing chii dé nhé trong nghién ciu thuat toan cho
dén ndm 1991, khi mot két qua dudng nhu khong lién quan gi trong ly thuyét NP-day di dot
nhién mang dén cho ching mot cudc sdng mdi bung nd.

Két qua dé 1a su kham pha vé mot dic trung méi ctia NP theo “cdc chitng minh kiém tra dudc
bing xdc sut” (“probabilistically checkable proofs” — PCPs). Mot PCP 1a mét chiing minh ma
viéc ki€m tra n6 c6 thé dugc danh gid bang cach nhin vio mdt vai bit duge chon ngiu nhién.
Néu chiing minh 13 hop 1& (valid) thi bat ky Iva chon nao ctia cac bit déu hd trg su that d6. Néu
n6 c6 ty vét (defective) thi mot Iya chon ngau nhién ctia céc bit d€ danh gid sé, véi xdc suit 1/2
hoic 16n hon, xdc nhan rang chitng minh 1a khong hop 1&. Khéi niém co sé nay dan dén su xuét
hién ctia mot loat cc bai bdo, bat dau véi su nghién citu cac ching minh tuong tic (interactive
proofs) lién quan dén nhiéu ngudi chiing minh (prover) va mdt ngusi xac minh (verifier). (Trong
s6 nhitng bai bdo nay c6 mot bai ma Leonid Levin 1a dong tac gia [10].)



Cho f(n) va g(n) 1a hai ham ti tip céc sb tu nhién dén chinh né. Ky hiéu PCP(f, g) 1 16p tét
ca céc bai toan c¢6 PCP st dung O(f(n)) bit ngiu nhién va nhin vao O(g(n)) bit cta ching
minh. Vao cudi nim 1991, Feige, Goldwasser, Lovasz, Safra, va Szegedy [20] chiing minh rﬁng
NP C PCP(lognloglogn,lognloglogn), va, ding ngac nhién 13, két quia mang dam tinh ky
thuat nay suy ra rang CLIQUE khong thé dugc xAp xi dén bat ky thira s& hing sd nao trir khi
NP C DTIME[n®(ele™)] Pay 1a mot két luan yéu hon P = NP, nhung dé dang tin tudng hon,
va diéu kién cta suy luan nay di dudc cai tién manh hon thanh P = NP vao dau nim 1992, khi
Arora va Safra [7] chiing minh ring NP = PCP(log n,logn). Mot khoang thdi gian ngin sau
do, Arora, Lund, Motwani, Sudan, va Szegedy [5] cai tién két qua v6i NP = PCP(logn, 1), va
diéu nay tham chi ¢6 cac hé qui manh hon dbi v6i cic bai todn x4p xi. Pic biét, n6 suy ra rang
rit nhiéu bai toan ndi tiéng, bao gdbm MAX 2-SAT, VERTEX COVER, va bai todn TSP vdéi bat
dang thic tam giac, khong thé c6 PTAS. Bai viét nay khong c6 di chd dé miéu ta cac chi tiét
cu thé clia nhitng chitng minh ctia cic két qua trén hay toan bo céc tai liéu tham khao, nhung y
tudng then chét 1a viéc dua ra mot cach xay dung 16 hdng (gap construction) cho bai todn dang
xét dua trén mdi lién hé gilta cc bit ngau nhién st dung bdi ngudi xdc minh trong mét PCP ctia
3-SAT, va cdc bit sif dung trong chiing minh & cdc dia chi xdc dinh béi nhiing bit ngau nhién nay.
Bai bdo [34] cung cAp mot khao sat hoan chinh vé6i cac chi tiét va tai liéu tham khao.

Trong hai mudi nim ké tif khi nhiing két qua mang tinh dot phat nay xuét hién, da c6 mot su
bling nd vé cic két qua vé su khong xip xi dudc, nhan dudc théng qua viéc khai thac cac bién
thé va cai tién cac két qui PCP ban dau, va dua trén mot loat cdc cai tién cla gia thiét P # NP.
D€ biét thém chi tiét, xem céc bai khdo sat, vi du nhu [16, 54]. Ngay nay, ching ta biét ring
CLIQUE khong thé dudc xap xi dén mot thira s6 n' ¢ véi bat ky hiang sd € > 0 nao trit khi
P = NP [56]. Ching ta ciing biét rang thuat todn tham lam cho SET COVER dé cép & trén khong
thé t6t hon (khong quan tAm dén cic hang tif bac thip (low-order terms) trong ty 1& x4p xi) trix
khi NP C DTIME[nCUeglogm)] [19],

Céac gia thuyét khac dudc sif dung trong chiing minh cic két qua vé& su khé khin cta xap xi
bao gdbm NP ¢ DTIME[nOUesleelozm)] NP ¢ Uy ,DTIME[n'¢" "], NP ¢ N..,DTIME[2"],
va NP ¢ BPP, véi BPP 1a 10p cdc bai todn gii dugc bing cdc thuat toan ngiu nhién trong thdi
gian da thiic. Tuy nhién, hién tai, gia thuyét phS bién nhét 1a “gia thuyét cic trdo choi doc dao”
(“Unique Games Conjecture” — UGC) ctia Subhash Khot [41]. Gi4 st ching ta c6 mot s6 nguyén
t6.¢ cho truéc, mot sd ¢ > 0 nhod, va mdt danh sach cic phuong trinh c6 dang xj—x = ¢ (
mod ¢) v6i cac bién z; va cac hing sb c¢,. Gia thuyét trén néi rang sé 12 NP-kho dé phan biét
gitfa trudng hop ma it nhat mot ty 18 1 — e trong sb cac phuong trinh c6 thé dudc thod man dong
thdi va trudng hop ma khong c6 nhiéu hon mot ty 1é e trong sd cac phuong trinh c6 thé dudc
thoa méan dong thdi — mot 16 hong rat 16n. Nhu vé6i cac két qua PCP, gia thuyét nay bat ngudn tir
mot bai todn lién quan dén cac hé théng véi nhiéu ngudi chiing minh, va & trong bdi canh nay
n6 nhan dudc tén goi nhu hién tai.

Ly do ma gia thuyét dic biét nay thu hit dudc nhiéu su chd y 1a do né suy ra rang véi nhiéu bai
toan quan trong, cic thuit todn xp xi tot nhat clia ching ta hién tai khong thé dugc cai tién trix
khi P = NP. Vi du, khong c6 thuat toan x4p xi nao chay trong thdi gian da thiic cho VERTEX
COVER ma c6 thé ddm bio tot hon thira s6 clia 2 da duge ddm bao bdi rat nhiéu thuat toan xAp xi
don gian [9]. Tuong tu, thuat toan Goemans-Williamson [24] cho MAX CUT, st dung quy hoach
nita xdc dinh (semidefinite programming) va lam tron ngiu nhién (randomized rounding), va c6
dam bdo trong trudng hop xAu nhit bing (2/7)/ mingep<.((1 — cos(d))/6) ~ .878, khong thé
dugc cai tién bdi bat ky thuat toan trong thdi gian da thiic nao [42]. Tong quat hon, v6i bat ky



bai toan thoa man rang budc (Constraint Satisfaction Problem - CSP) nao ma muc tiéu la tim
mot cach gan gid tri (assignment) cho céc bién dé€ thoa man s6 luong 16n nhét cic rang budc
(constraint), c6 thé chi ra rang mot thuit toan cd ban, dua trén quy hoach nifa xdc dinh va lam
tron, dat dudc ty 1& x4p xi trong trudng hop xAu nhét tdt nhit so vdi bat ky thuit toan trong thdi
gian da thifc nao khéc, gia thiét P # NP va UGC [47], va thAm chi mic dii véi rt nhiéu bai toan
nhu thé ching ta & thdi diém nay chua biét ty 1 xip xi d6 1a bao nhiéu.

Gia thuyét UGC liéu c6 diing hay khong di nhién van 12 mot ciu hdi mé, va cac nha nghién ctiu
c6 xu hudng hoai nghi hon 1a gia thuyét P £ NP. Thém vao d6, anh hudng ctia né dudng nhu
chi gidi han trong c4c bai todn ma cic thut toan xip xi véi ty 1 hitu han trong trudng hop xiu
nhét ton tai, trong khi cac gia thuyét khac nhiac dén & trén da din dén nhiéu chin dudi khong
phai hing s, vi du nhu chiin dudi In n cho SET COVER. Diéu nay din téi mot tac dung phu thi
vi khién céc thuét toan véi ty 1é trong trudng hop x4u nhét khong phai hing s6 trd nén dang ton
trong hon — néu ta khong thé 1am tét hon Q(log n), thi ¢6 18 O(log® n) cling khong t& 1am? Trén
thuc t&, mot bai bio gan diy c6 mot két qua dot pha 12 bai todn LABEL COVER ¢6 mdt thuat
toan xAp xi trong thdi gian da thic véi ty 1& trong trudng hop xAu nhit O(n'/?), danh bai ty 1&
t6t nhat trude d6 O(n'/?) [11].

Hay d€ t6i két luan bai bdo nay bing mot cau hdi hién nhién. Tit ca nhiing thi nay chic chin
tao nén mot ly thuyét thu vi, nhung diéu nay c6 y nghia gi trong thuc hanh? Téi tin tudng ring
nhitng nim qua da day ching ta phai thuc su nghiém tic vdi nhitng canh béo tit NP-diy di. Néu
mot bai todn ti wu 1a NP-kho, hiém khi ching ta tim dudc cic thuit todn ma, tham chi khi chi
xét cac truong hop “thuc t&€”, ludn ludn tim dude cac 18i giai tdi wu, va thuc hién diéu d6 trong
thoi gian da thiic trong thuc hanh (empirical polynomial time). Tham chi thanh tyu 16n nhét ctia
ly thuyét t6i uu, chuong trinh CONCORDE dé gidi bai toan TSP mot cach tbi uu [4], can c6 thdi
gian chay si€u da thic (super-polynomial running time), ngay ca khi chi xét cac trudng hgp don
gian bao gdbm cac diém phan bb déu trén hinh vudng don vi, trong d6 thdi gian chay trung binh
ctia né ¢6 vé tang theo ham mu cia y/n [30].

Do d6, 13i bién minh cii cho viéc chuyén sang cac thuat todn xAp xi vin con hiéu nghiém. Viéc
n6 c6 thé dugc gidi thich nhu thé nao bing cac két qua vé do kho khin ctia x4p xi c¢6 vé khong
r6 rang 1am. R4t nhiéu thudt todn x4p xi, vi du nhu thuit toan tham lam cho SET COVER, c6 vé
nhu tiép cén t6i wu gan hon nhiu so véi cac chin trong trudng hop xau nhét ciia ho thé hién,
va chi bdi vi mot bai todn kho c6 thé xap xi trong trudng hop xau nhat vé mit ly thuyét khong
c6 nghia 12 chuing ta khong thé nghi ra c4c thuit toan heuristics dé tim c4c 16 giai tuong dbi tot
trong thuc hanh. Va thuc sy 13, khi viéc t6i uu chinh x4c khong con phit hop, ching ta con lua
chon nao khic hon 13 tim kiém chiing?
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